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PRELIMINAR 


En la Geometría llamada proyectiva hay dos sistemas didácticos y 
de investigación, si no opuestos, al menos muy diferentes: el creado 
por el insigne Staudt y seguido por Reye, Fiedler, Torroja, Sannia, 
Enriques, etc., que importó en nuestro país mi querido maestro señor 
Torroja; y el cultivado por Chasles, Jonquiéres, Cremona, Weyr, Ca- 
pelli, Tognoli, etc. El primero, que constituye la Geometría de la posi- 
ción, se caracteriza por una gran rigurosidad en sus demostraciones, 
independientes de toda consideración métrica. El segundo, si bien par-, 
ticipa en gran manera del espíritu de aquél, admite ciertos postulados 
geométricos demostrables sólo algebraicamente, sacrificando un poco 
del rigor lógico en pro de la mayor fecundidad; á este sistema es de- 
bido casi todo lo que hoy se conoce de la teoría general de líneas y 
superficies. Para ver las diferencias que los separan, basta comparar 
las obras [34] y [35] de Staudt con las [5] y [6] de Cremona, prototipos 
de uno y otro sistema (1) 

Entre estos postulados ocupa lugar preferente el llamado principio 
de correspondencia de Chasles ([S] [10]), el cual expresa que basta la 
correspondencia unívoca de dos figuras de primera categoría para que 
sean homográficas, Enunciado así, su falsedad es evidente; pero aten- 
diendo más bien que á la letra al espíritu que lo inform”, puesto de 
manifiesto en todos los trabajos de Chasles y sus continuadores, su 
aplicación es legítima y de utilidad indudable, pese á las numerosas 
objeciones que se le han hecho, fundadas todas ellas en una interpre- 
tación demasiado literal de su enunciado. Prescindiendo de las corres- 
pondencias empíricas, las cuales por su misma arbitrariedad no pue- 
den estar sujetas á principio alguno, y teniendo sólo en cuenta las fun- 


(1) Enel decurso de nuestro trabajo emplearemos paréntesis rectos para 
designar obras de la lista que va al final; y curvos para citar párrafos anteriores, 
acentuando el número cuando se refiera á la columna de la derecha. 
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dadas en una ley geométrica bien definida, obsérvase: en Jas que se 
presentan como ejemplo de la falsedad del principio de Chasles, un 
carácter común; las operaciones geométricas mediante las cuales de 
cada elemento se deduce su homólogo, establecen una distinción entre 
los reales é imaginarios opuesta á la esencia del mismo; además, por 
el carácter convencional de esta ley geométrica, fijado un sistema 
de abscisas en cada figura, no es la de cada elemento función analítica 
de la de su homólogo; y no es, por tanto, expresable algebráica- 
mente la correspondencia; condición impuesta por Chasles, de la que 
prescinden sus impugnadores (1). 

Chasles, Jonquiéres, Cremona, etc., emplearon casi exclusivamente 
en sus trabajos la correspondencia univoca, engendrando siempre las 
curvas algebráicas de cualquier orden, por medio de haces homográ- 
ficos de curvas de orden inferior; y no tuvieron en cuenta más corres- 
pondencia superior que la involutiva; lo mismo, con escasas excep- 
ciones, se observa en la obra [26] de Kötter, última palabra de la teo- 
ría general de curvas planas. Obsérvanse, sin embargo, en todas ellas, 
tantas dificultades vencidas extremando los recursos ingerjosos; y, 
sobre todo en las primeras, tal falta de rigor en muchos puntos fun- 
damentales, y en otros tales lagunas y deficiencias suplidas con de- 
mostraciones algebráicas, que llevan al ánimo el convencimiento de 
¡que para resolver el problema en toda su magnitud hacen falta nuevos 
recursos geométricos, y más extensos cimientos que los de la corres- 
pondencia univoca. Y si además se observa que en la Geometría Ana- 
lítica moderna, [40] las ecuaciones de las curvas algebráicas no son 
sino ecuaciones de correspondencia superior entre dos haces ó series, 
y que así se hece el estudio más completo, sin acudir á los haces ni 
series de curvas ni á la correspondencia doble, natural parece em- 


(1) He aquí algunas de dichas objeciones: 

Sean P P’ dos formas planas secciones de una radiación de vértice O, y gg" 
dos rectas homólogas; si en cada plano se representan por el método de Gauss 
jos puntos imaginarios de g y g' tomando estas rectas como ejes x y a”, y dos 
perpendiculares á ellas como ejes y, y”, haciendo corresponder los puntos de 
ambas rectas cuyos afijos son homólogos en las formas planas, se tiene una co- 
rrespondencia unívoca entre las series g y y”, las cuales no son proyectivas, por 
noser homólogos dichos pares de puntos imaginarios en la homogratía que for- 
man las series perspectivas de puntos reales. Este ejemplo, debido al Profesor 
Geiser [18], se rebate por si solo. 

Staudt, en sus Seiirage.. [35] pone estos dos ejemplos de correspondencia 
univoca entre figuras no proyectivas: 1.2 En una recta real hágase corresponder 
á cada punto imaginario su conjugado, y á cada real el mismo. 2.” Dadas dos 
rectas imaginarias conjugadas de segunda especie, á cada punto de una su con- 
jugado en la otra. En ambas correspondencias unívocas son homólogas las figu- 
ras armónicas, y sin embargo no hay proyectividad. [41]. 
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prender el estudio geométrico de la correspondencia general, aplicán- 
dolo luego á la generación de curvas y superficies. 

Al intentar esto, partiendo de las figuras armónicas, aun después de 
haber conseguido generalizarlas dentro de la Geometría pura (y esto 
constituye la primera parte de nuestro trabajo), hallamos dificultades 
insuperables; pues no aparecía clara la relación existente entre ¡a co- 
rrespondencia general y estas figuras. Otra circunstancia hay, además, 
que nos hizo abandonar tal camino; la definición de figuras proyecti- 
vas fundada en la correspondencia de figuras armónicas es válida 
sólo para la relación real; no así la que considera las figuras proyecti* 
vas como primera y última de una serie de secciones y proyecciones, 
más general que aquélla y exenta de su inconveniente. 

Y he aqui cómo al generalizar los métodos de Staudt, partiendo de 
este segundo punto, fuimos conducidos naturalmente á un principio 
fundamental, que no difiere en esencia del de Chasles, sino en las res- 
tricciones impuestas á la correspondencia. Limitándonos aquí, por bre- 
vedad, á las figuras planas, y aun en ellas sólo á dos series, pues lo 
correlativo puede decirse de la radiación, obsérvese que la homogra- 
fía queda definida cuando se dan además de las dos rectas bases de 
las series, las rectas y puntos fijos bases de las secciones y proyeccio- 
nes auxiliares, y el orden en que se han de efectuar estas operacio- 
nes; las cuales, en resumen, son estas dos: trazar rectas determinadas 
por dos puntos, y hallar puntos comunes á dos rectas; ó sea, rayos co 
munes á dos haces, y puntos comunes á dos series de primer orden. 
Pues bien, si dichas rectas y puntos fijos se sustituyen por curvas y 
haces geométricos de orden y clase superior, las operaciones á efec- 
tuar serán: hallar rayos comunes á dos haces, y puntos comunes á dos 
curvas geométricas; y como caso particular más común, trazar por un 
punto tangentes ó cortar por una recta una curva geométrica. Y aun, 
si llamamos å la primera operación proyectar el punto desde la curvas 
resulta para la definición de la corespondencia ó proyectividad supe- 
rior la misma que para la homográfica, esto es: dos figuras de primera 
categoría son proyectivas cuando cada una se deduce de la otra me 
diante un número finito de secciones y proyecciones; advirtiendo que 
llamamos curvas y haces geométricos á los engendrados por dos haces 
ó series proyectivas. 

Y nótese que este aparente circulo vicioso desaparece sin más que 
ir ascendiendo en el estudio de dichas curvas y de tales correspon len- 
cias, partiendo del haz y serie de primer orden, de donde result: la 
proyectividad (1.1); de ésta la teoría de cónicas, las cuales dan origen 
á las correspondencias (1.2) y (2.2), etc. Sin embargo, para no hacer 
tan prolija la exposición, hacemos separadamente el estudio general 
de las curvas y correspondencias, sistema que con aquella salvedad 
no menoscaba el rigor. 
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Este método permite agrupar las teorías de figuras al parecer muy 
distintas, pero cuya naturalez:: y generación es, en esencia, la misma. 
Así, según que fas dos figuras proyectivas sean haces de rectas, ó se- 
ries recfilíneas coplanarias, ó cuyas bases se cruzan, ó haces de pla- 
nos cuyas aristas se cortan ó no, ó de rectas del mismo vértice y dis- 
tinto plano; así la figura engendrada es una curva ó haz plano, una 
superficie reglada, una superficie cónica lugar de rectas ó envolvente 
de un haz de planos. 

Dicho queda con esto el plan de nuestro trabajo; todo él se apoya, 
excepción hecha de la primera parte, en un solo principio, relativo á 
las figuras proyectivas de la misma base. Su demostración en el es- 
tado actual de la Geometría, no parece posible dentro de esta ciencia; 
mas esto no autoriza á dudar de su veracidad, pues su demostración 
algébrica legitima su empleo. 

El estudio general de la correspondencia ó proyectividad de orden 
superior con el caso notable de la involución y algunas aplicaciones 
de las correspondencias sencillas (1.2) y (2.2), tales como á los polígo- 
nos de Poncelet, expuesto en la segunda parte, nos permite establecer 
en la tercera la teoría general de curvas planas, de modo completa- 
mente nuevo, En ella creemos digno de mención el capítulo de curvas 
derivadas cuyo estudio nos permite hacer entrar en el dominio de la 
Geometría, cuestiones reservadas hasta hoy al Análisis, como son: 
relaciones entre puntos singulares (fórmulas de Pliicker), contactos, et- 
cétera, á todo lo cual iniciamos algunas aplicaciones. Finalmente, 
consideramos en la cuarta parte los casos más sencillos de la teoría 
general, como son las cúbicas planas; y como ejemplo de aplicación 
del método al estudio de las curvas alabeadas, hacemos el de las cuár- 
ticas de primera y segunda especie, vuyas teorías resultan de este 
modo sencillas é inseparables. La polaridad de orden superior respec- 
to de figuras de » elementos, es el último capítulo, continuación natu- 
ral del primero de nuestro trabajo. 

Confiamos en que muchos de sus defectos serán disculpados por el 
Tribunal que ha de juzgarlo. Siempre miran los maestros con bene- 
volencia la labor de los principiantes, y sólo contando con ella podía- 
mos atrevernos á presentar esta Memoria, la cual, mejor que mono- 
grafía, es el programa incompleto de un método lleno de imperfec- 
ciones. 


JULIO REY PASTOR, 
Madrid, Mayo de 1909. 


PRIMERA PARTE 


POLARIDAD DE PRIMER ORDEN RESPECTO DE FIGURAS COMPUESTAS 
DE # PUNTOS, RECTAS Ó PLANOS. 


I. Definiciones. 


1.—Se llama n-vértice plano 
completo al conjunto de n pun- 
tos del plano, tales que tres cua- 
lesquiera no están en línea recta, 


Lados son las 6) rectas que 

determinan dosá dos. Puntos 
1 

diagonales son los 3 (5) pun- 


tos de intersección de los lados, 
distintos de los vértices. 


Se llama n látero plano com- 
pleto al conjunto de n rectas del 
plano, tales que tres cualesquie- 
ra no pasan por un punto. 


Vértices son los (2) puntos 
que determinan dos á dos. Dia- 

onales son las E (3) rectas 
£ 313 


que determinan los vértices, dis- 
tintas de los lados. 


Correlativamente, en la radiación se define 


el n-edro radiado completo, 
como conjunto de n planos ta- 
les, que tres cualesquiera no 
pasan por una recta. 

Son aristas, las rectas de in- 
tersección de dos caras; y planos 
diagonales, los que contienen 
dos aristas sin ser caras. 


n-arista radiado completo como 
conjunto de » rectas tales, que 
tres cualesquiera no están en un 
plano. 

Caras, son los planos que con- 
tienen dos aristas; y rectas día- 
gonales, las de intersección de 
dos caras sin ser aristas. 


El número de estos elementos es el mismo que el de sus correspon 


dientes en las figuras planas correlativas. 
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2.— Dícese n-edro no radiado Dicesen-vértice alabeadocom- 
completo, al conjunto de n pla- pleto, al conjunto de n puntos ta- 
nos, tales que cuatro cualesquiera les, que cuatro cualesquiera no 
no pasan por un punto; de las (2) están en un plano; de las (5 
rectas que determinan dos á dos, rectas comunes á cada dos, lla- 
Mamadas aristas; y de los (2) mados lados, y de los (3) planos 
puntos comunes á cada tres, lla- que determinan de tres en tres, 
mados vértices. llamados caras. 

Diagonal es la recta determi. Diagonal es la recta determi- 
nada por cada dos vértices, si no nada por cada dos caras, si no es 
es arista. Plano diagonal, el arista, Punto diagonal, el co- 
que contiene tres vértices sin mún á cada tres caras sin ser 
ser cara. vértice. 

En cada uno hay tres rectas Por cada uno pasan tres rec- 
diagonales, ó dos diagonales y tas diagonales, ó dos diagonales 
una arista (1), y un lado 0), 

3.—Cuando dos n-láteros pla- Dos n-vértices planos relacio- 
nos están relacionados de tal nados de tal modo que sus lades 
mado que sus vértices corres- correspondientes se cortan en 
pondientes están en rectas que puntos de una recta, son homo- 
pasan por un punto, son homoló- lógicos y sus vértices correspon- 
gicos y sus lados correspondien- dientes están en rectas que pa- 
tes se cortan en puntos de una san por un punto (2, 
recta (+), 

Pues lo son dos triángulos correspondientes cualesquiera; y análo- 
gamente para las proposiciones correlativas. 

Dos n-edros no radiados cu- | Dos`n-vértices alabeados cu- 
yas aristasestán de dos en dos en yos lados se cortan de dos en 
planos que pasan por un punto, dos en puntos de un plano, son 
sonhomológicos; lascaras corres- | homológicos; sus vértices co- 
pondientes se cortan en rectas | rrespondientes están en rectas 


l) En el excelente tratado de Geometría proyectiva de Sannia [33], p- 15, pue- 
de verse la clasificación de las rectas diagonales de un 2-vértice ó z-edro en dos 
grupos, y los planos ó puntos diagonales en cinco especies. Allí se encuentran 
además los números de rectas, puntos y planos de cada grupo, cuya obtención 
propuesta como ejercicio es fácil. 

(2) En realidad basta con que cumplan aquella condición los 2 2-3 pares de 
vértices que contienen dos lados de lados que pasan por dos vértice 
cada uno de cada uno (Sannia). 

Mas para nuestro Objeto basta con las proposiciones enunciadas. 
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de un plano, y los vértices ho- que pasan por un punto, y las 
mólogos están en rectas que pa- caras homólogas se cortan en 
san por aquel punto. rectas situadas en aquel plano. 


Pues son homológicos los triedros ó trivértices correspondientes. 


4,—Dos n láteros planos cu- | Dos n-aristas radiados cuyas 
yos lados correspondientes se aristas correspondientes están 
cortan en puntos de una recta; en. planos que pasan por una 
dos n-vértices planos cuyos vér- recta; dos n-edros radiados cu- 
tices correspondientes están en yas caras correspondientes se 
rectas que pasan por un punto; cortan en rectas de un plano; dos 
dos n-edros no radiados, cuyas n-vértices alabeados cuyos vér- 
caras correspondientes se cor- tices correspondientes están en 
tan en rectas de un plano, rectas concurrentes, 


se llaman perspectivos; así como también dos figuras de las aquí 
estudiadas, series, haces, multiláteros, poliedros, etc., del mismo nú- 
mero de elementos y distinta especie, cuando cada uno de la prime- 
ra está en ó pasa por su correspondiente de la segunda. 


5.—Dos n-láteros, n-vértices, n-aristas ó n-edros homológicos, son 
perspectivos; pero la reciproca no es cierta más que para n =3 en 
las figuras de segunda categoria, y para n = 4 en las de tercera. Es 
decir: 

Dos tetraedros noradiados pers- Dos cuadrivértices alabeados 
pectivos son homológicos, | perspectivos son homológicos. 

Pues en virtud de (3) lo son los 
cuadrivértices cuyas caras son | tetraedros cuyos vértices son los 


las de ellos. de ellos. 

6.—A veces ocurre considerar 
multivértices planos con varios multiláteros plar os con varios la- 
vértices en línea recta; poliedros dos que pasan por un punto; 
radiados con varias caras que | multiaristas radiados con varias 


pasan por una recta. aristas en un plano. 

À estas figuras las llamaremos incompletas. 

Un lado que contiene p vérti- Un vértice por el que pasan 
3) p lados equivale al conjunto de 


ces equivale al conjunto de lí 


a pira 
lados, que son los del $ vérti- (£) vértices, que son los del 
ce formado por aquellos puntos p látero formado por aquéllos, 
confundidos en uno, confundidos en uno. 

Análoga propiedad tienen las aristas y caras múltiples de los n-aris- 
tas y n-cdros rediados. 

Un lado de un a-vértice ala- Una arista de un #-edro no ra- 
beado que contiene p vértices, diado, por la que pasan p caras, 


==: 


equivale al conjunto de 16) la- 
dos; y una cara que contiene p 
vértices, al conjunto de 6) 


caras. 


equivale al conjunto de E aris- 
tas; y un vértice por el que pa- 
san f caras, al conjunto de 6) 


3 
vértices. 


Diremos que estos vértices, caras, lados y aristas, tienen el orden 
de multiplicidad p. Si =n, el n-vértice alabeado se convierte en pla- 


no, y el n-edro en radiado. 


7.—Las polares «,, bi, c,, de 
un punto Prespecto de los tres 
pares de lados bc, ca, ab, de 
un trilátero abc, forman otro 
que llamaremos de las polares, 

La recta determinada por P y 
un vértice cualquira ab del 
primero, corta á los dos pares de 
lados b c y a c en los mismos dos 
puntos, y por tanto á las dos po- 
lares correspondientes a,, b; en 
un solo punto, armónicamente 
separado de P por dichos dos 
pares. 

Los dos triláteros son, pues, 
homológicos (3), y diremos que 
el eje es la polar de P respecto 
del trilátero a b c. 

Análogamente se demuestran 
de las anteriores: 

El trivértice formado por los 
polos de una recta p respecto 
de los tres pares de vértices del 
ABC, es homológico con éste 
respecto del eje p y de un cen- 
tro que llamaremos polo de p, 
respecto del trivértice, 


8,—El trivértice de los polos 
de un plano P respecto de los 
tres pares de vértices del A BC, 
es homológico con éste respecto 
del plano central P y de un cen- 
tro que es el polo de la recta de 
intersección de Pcon el plano 


Las polares a,, b,. cı de un pla- 
no P res;ecto de los tres pares 
de aristas bc, ca; ab, de un 
triarista a bc, forman otro que 
llamaremos de las polares. 

Desde la recta determinada 
por P y una cara cualquiera a b 
del primero, se proyectan los 
dos pares de aristas b c y a c, se- 
gún los mismos dos pianos, y las 
dos polares correspondientes 
a, b,, según an solo plano armó- 
nicamente separado de P por 
dichos dos pares. 

Los dos triaristas son, pues, 
homológicos (3) y diremos que 
el eje es la polar de P respecto 
del triarista a b c. 


estas dos proposiciones, correlativas 


El triedro formado por los 
planos polares de una recta p 
respecto de los tres pares de ca 
ras del ABC, es homológico 
con éste respecto del eje p y de 
un plano que llamaremos polar 
de p respecto del triedro. 


El triedro de los planos pola- 
res de un punto P respecto de 
los tres pares de caras del A B C, 
es homológico con éste respecto 
del centro P y de un plano cen- 
tral, que es el polar de la recta 
determinada por P y el vértice 


SAE 


A BC, al cual llamaremos tam- 
bién polo de P respecto del tri- 
vértice. 

Desde cualquier punto situado 
en Py no en el plano del trivér- 
tice, se proyecta éste según un 
triarista; y el polo según la recta 
polar de P respecto de este tria- 
rista. 

Pues las proyectantes de los 
polos respecto de los tres pares 
de vértices, son las polares res- 
pecto de los tres ángulos pro- 
yectantes. 


9.—Dados en una recta cuatro 
puntos P, A, B, C, llamaremos 
punto armónicamente separa- 
dor del primero por los otros 
tres, 6 también centro armóni- 
co de primer orden del sistema 
ABC respecto del polo P, al 
punto en que la recta corta á la 
polar de P respecto de cualquier 
trilátero perspectivo de la se- 
rie ®©. 


A BC, plano al cual llamaremos 
polar de P respecto del triedro. 


Cualquier plano que pasa por 
P y no por el vértice del triedro, 
corta á éste según un trilátero; 
y al plano polar según una rec- 
ta, que es la polar de Prespecto 
de este trilátero. 

Pues las secciones de los pla- 
nos polares respecto de los tres 
diedros, son las polares respecto 
de los tres ángulos secciones. 


Dados cuatro planos de un haz 
P, A, B,C, llamaremos plano 
armónicamente separado del 
primero por los otros tres, ó 
también plano central armóni- 
co de primer orden del sistema 
A BC respecto del plano P, al 
proyectante desde la arista, de 
la polar de Prespecto de cual- 
quier triarista perspectivo del 
haz (1), 


Para que tales definiciones tengan validez, es preciso demostrar que 
los puntos y planos asi obtenidos son independientes del trilátero ó 
triarista que se haya elegido. Refiriéndonos á la propiedad de la iz- 
quierda, consideremos dos triláteros de distintos planos cuyos lados 
pasen por A, B, C; esto es, perspectivos de esta serie. Los pares de 
lados que se cortan en cada uno de ellos determinan tres planos que 
forman un triedro; el plano polar de P, corta (8”) á los de aquellos tri- 
láteros en las polares respectivas de P; luego ambas determinan en la 
recta dada un solo punto. Si los dos triláteros están en un plano, basta 
relacionarlos del modo anterior con uno que no lo esté, y la proposi- 
ción demostra la subsiste. 


10.—Las polares a,, bi, Ci, dy 
de un punto P respecto de los 
cuatro triláteros bcd, cda, dab, 


Las polares a, bi, Ci di de 
un plans P respecto de los cua- 
tro triaristas bc d, cda, da b, 


G) Usamos estas palabras indistintamente en su sentido propio, ó para de- 


signar el conjunto de # elementos de la serie ó haz. 


a: 


abc de un cuadrilátero, forman 
otro que llamaremos de las po- 
lares, La recta que determina P 
con un vértice cualquiera a b de 
abcd, corta álos dos triláteros 
acd, bed, formados por cada uno 
de los lados que por dicho vérti- 
ce pasan y los dos restantes, enlos 
mismostres puntos; y por tanto (9) 
corta á las dos polares bı, a, co- 
rrespondientes en un mismo pun- 
to que es el armónicamente sepa- 
rado de P por estos tres. 


Los dos cuadriláteros son, por 
consiguiente, homológicos (3). 
Diremos que su eje de homo- 
logía es la polar de P respecto 
del cuadrilátero a b c d. 
Correlativa de ésta, en el pla- 
no, es la signiente proposición: 
El cuadrivértice de los polos 
de una recta p respecto de los 
cuatro trivértices de un cuadri- 
vértice plano, es homológico con 
éste respecto del eje p y de un 
centro P que llamaremos polo 
de p respecto del cuadrivértice, 


11.—El tetraedro 4, B, C, D, 
formado por los cuatro planos 
polares de un punto P respecto 
de los cuatro triedros B C D, 
CDA, DA B, A BC de un te- 
traedro no radiado 4 BC D, es 
homológico con éste respecto del 
centro P y de un plano central 
que llamaremos polar de P res- 
pecto del tetraedro. 


ab c, de un cua triarista, torman 
otro que llamaremos de las po- 
lares. Desde la recta de interse-- 
ción de Pcon una cara cualquie- 
ra ab del abcd, se proyectan 
los dos triaristas acd y bcd 
formados por cada una de las 
aristas que contiene y las dos 
restantes, según los mismos tres 
planos; y por tanto (9') se pro- 
yectan las dos polares b,, a, co- 
rrespondientes, según un mismo 
plano, que es el armónicamente 
separado de P por estos tres. 
Los dos cuadriaristas son, pues, 
homológicos (3). 

Diremos que su centro de ho- 
mología es el polo de P respec- 
to del cuadriarista ab c d. 

Correlativo en la radiación es 
este teorema: 

El tetraedro de los planos po- 
lares de una recta p respecto de 
los cuatro triedros de un tetrae- 
dro radiado, es homológico con 
éste respecto del eje p y de un 
plano central P que llamaremos 
polar de p respecto del tetrae- 
dro. 

El cuadrivértice A, B, C, D; 
formado por los cuatro polos de 
un plano P respecto de los cua- 
tro trivértices BCD, CDA, 
D AB, ABC de un cuadrivér- 
tice alabeado A B C D, es ho- 
mológico con éste respecto del 
plano central P y de un centro 
al cual llamaremos polo de P 
respecto del cuadrivértice. 


Refiriéndonos á la proposición de la izquierda, basta obsezvar que 
el plano que desde P proyecta una arista A B de A B C D corta á los 
dos triedros A C D, BC D según el mismo trilátero, y por tanto (8'), 
á los de s planos polares respectivos B, A, según la misma recta que 
es la polar de P respecto de dicho trilátero. Los dos tetraedros tienen, 
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pues. las aristas homóiogas en planos que pasan por un punto; luego (3) 


son homológicos. 

Cualquier plano que pase por 
P y no por ninguno de los vérti- 
ces del tetraedro, lo corta según 
un cuadrilátero, respecto del cual 
la polar de Pes la intersección 
con el polar respecto del tetrae- 
dro. 


Desde cualquier punto situado 
en P y no en ninguna de las ca- 
ras del cuadrivértice, se proyec- 
ta según un cuadriarista, respec- 
to del cual lapolar de Pes la pro- 
yectante del polo de P respecto 
del cuadrivértice. 


Pues las intersecciones del plano trazado con los polares A, B, Ci, Di 
respecto de los cuatro triedros son (8') las polares respecto de los cua- 
tro triláteros secciones; y por tanto, las rectas A A, B B, CC,, D Du 
pasan respectivamente por los puntos a 41, b bı, € cı, d d,, lo cual prue- 
ba que el plano que contiene aquellas rectas, pasa por la recta que 


contiene estos puntos. 


12.—Llamaremos centro ar mó- 
nico de primer orden de un sis- 
tema de cuatro puntos ABCD 
en línea recta, respecto de otro A 
P de la misma serie, ó también 
punto separado armónicamente 
de Ppor A B C D, al punto en 
que corta á dicha recta la polar 
de P respecto de cualquier cua- 
drilátero perspectivo con el sis- 
tema. 


Llamaremos plano central ar- 
mónico de primer orden de un 
sistema de cuatro planos A B CD 
que pasan por una recta, respec- 
to de otra P que pasa por la 
misma, ó también plano sepa- 
rado armónicamente de P por 
A BC D, al plano que proyecta 
desde dicha recta la polar de P 
respecto de cualquier cuadria 
rista perspectivo con el sistema. 


Para ver que tal punto es independiente del cuadrilátero elegido, 
tomando dos en distinto plano, los pares de lados que se cortan en los 
cuatro puntos determinan cuatro planos; y el polar de Prespecto del 
tetraedro que forman, corta á los dos planos en las polares de P (11), 
lo cual demuestra la proposición de la izquierda; pues si los cuadrilá. 
teros están en un mismo plano, basta relacionarlos separadamente con 
otro que no lo esté, 

En virtud de (11) puede también definirse así: 

Centro armónico de primer or- Plano central armónico de pri- 
den de A B C D respecto de P mer orden de A B C D respecto 
es el punto en que corta á la de Pes el plano que proyecta 
recta base el plano polar de P desde la recta base el polo de 
respecto de cualquier tctraedro P respecto de cualquier cuadri- 
perspectivo de A B C D. vértice perspectivo de A B CD. 


13.—Supongamos definidos ya, siguiendo la ley observada, los ele- 
.., n-1 elemen- 


mentos polares respecto de las figuras de 5, 6, 7, +... 
tos, y vamos á definirlos para las de 7%. 


E AS 


Las polares a, bi C, ..... de Las polares a, b; Cs ..... de 

un punto P respecto de los (n—1) un plano P respectode los (n—1) 
láteros bc d. ...pacd.... 5 EE Cia da A AN, o 
a b d....., de un n-látero a b c d abd..... de un n-arista a bc d 
ais forman otro n-látero homo- ...-.., forman otro n-arista ho- 


lógico con él. Llamaremos al eje mológico con él. Llamaremos al 
polar de P. eje polar de P. 

Pues la recta que pasa por P y un vértice a b del m-látero corta á 
los dos (n—1) láterosb cd ..... SACAN formados por cada uno de 
los lados que por él pasan y los 1-2 restantes, en los mismos n—1 pun- 
tos; luego las dos polares b, a, respectivas, deben pasar por el punto 
armónicamente separado AS P por ellos. 

Correlativamente con estos teoremas, ó también E la figura 
de la derecha y proyectando la de la izquierda, se demuestran es- 
tos dos: 


Los polos A,B,C, ..... de Los planos polares A, B, C, D 
una recta p respecto de los(n—1) .. .. de una recta p respecto 
vértices BCD ..... SACD delos (n—1)-edross BOD....., 
e.) »». . de un n-vértice EC A y de un n edro 
ABCD.: forman otro ho- «ABCOD..... radiado forman 
mológico con él; y llamaremos otro homológico con él; y llama- 
polo de p respecto del mismo al remos plano polar de p res- 
centro de la homología. pecto del mismo al plano cen- 

tral. 

14.—Los planos polares de P Los polos de P respecto de 
respectode los(n-—1)-edrosde un los (n—1) vértices de un n-vérti- 
n-edro no radiado, forman otro cealabeado, formanotrohomoló- 
homológico con él; su plano cen- gico con él; el centro de la ho- 
tral es el polar de Prespecto del mología es el polo de P respecto 
mismo. del n-vértice, 

Las demostraciones son las mismas que antes. 

La sección del m-edro y del Proyectando el n-vértice y el 
plano polar de Ppor un plano polo de Pdesde un punto si- 
que no pase por ningún vértice, tuado en éste y no en ninguna 
y sí por P, es un a-látero y la cara, resulta un n-arista y la po- 
polar de P respecto del mismo. lar de P respecto del mismo. 


Pues las intersecciones con los planos polares respecto de los (n—1)- 
edros, son las polares respecto de los (n—1) láteros secciones. Las rec- 
tas AA, BBs... contienen, pues, los puntos a dy, O bi, € Cy iss 
el plano polar en que están aquéllas pasa por éstos. 


15,—Centro armónico de pri- Plano central armónico de 
mer orden de un sistema de n primerorden de un sistema de 
puntos en línea recta, respecto n-planos que -asan por una rec- 


A) 


de otro punto de la misma, es el 
de intersección con la polar de 
éste, respecto de cualquier 12-lá- 
tero perspectivo del sistema. 


ta, respecto de otro plano del 
haz, es el proyectante de la polar 
de éste, respecto de cualquier 
n arista perspectivo del sistema, 


Analogamente á lo hecho antes se demuestra, fundándose en el nú- 
mero anterior, que tales punto y plano son únicos, cualesquiera que 
sean los n-iáteros y los n-aristas que lo determinan. Finalmente, te- 
niendo en cuenta (14), pueden sustituirse éstos por n-edros y m-vérti- 
ces perspectivos del sistema, según se trate de serie ó haz. 


16.—Correlativamente con los teoremas (15) en el plano y la radia- 
ción, respectivamente, pueden enunciarse éstos: 

Dadas n rectas abcd...... Dadas n rectasabcd .... 
del plano, que pasan por un pun- de la radiación, situadas en un 
to, los polos de otra recta p del plano, los polares de otra recta p 
haz, respecto de todos los n-vér- del haz, respecto de los n-edros 
tices inscritos en éste, forman circunscritos á éste pasan por 
una recta que llamaremos armó- una recta que llamaremos armó- 
nicamente separada por aque- nicamente separada por aque» 
llas, ó también eje armónico de llas, ó también eje armónico de 
primer orden del sistema ab c primer orden del sistema a be 
d....., respecto de $. AO ie , respecto de $. 

Obsérvese que, aun siendo estas proposiciones correlativas de las an- 
teriores (15), sus demostraciones no pueden serlo de las de aquellas, 
pues se fundaban en la consideración de figuras no pertenecientes al 
plano para la de la izquierda, ni á la radiación para la derecha. Sin em- 
bargo, siendo ciertas aquéllas, lo son también éstas por la ley de 
correlación. Y, si se quiere, no es preciso acudir á esta ley, pues la de 
la izquierda resulta sin más que cortar la figura del teorema (15), y la 
de la derecha, proyectando la del (15). 


17.—De las definiciones dadas se deduce esta muy importante pro 
piedad: 

En dos figuras proyectivas de primera, segunda ó tercera categoría, 
se corresponden las figuras armónicas de primer orden y los elementos 
polares. 

Esto demuestra que las dos definiciones dadas del eje armónico de 
un haz de rectas conducen al mismo resultado; y, además, que toda 
figura simple de primera categoría perspectiva de otra armónica, lo es 
también; lo cual autoriza á definir los haces armónicos de rectas y pla 
nos como figuras que tienen una sección armónica, 


Sa e 


1l. Propiedades: 


18.—Si en un n-látero plano 
un lado a es polar de un punto P, 
respecto del (n—1)-látero bcd. ... 
formado por los demás lados, la 
polar de P respecto del n-láte- 
ro, es dicha recta a. 


Si en un n-arista radiado una 
arista a es polar de un plano P, 
respecto del (n—1)-aristab cd... 
formado po: las demás, la polar 
de P, respecto del n-arista, es 
dicha recta a. 


La polar p, del mismo punto P, respecto del (n—2)-látero c d .... o 
pasa por el punto a b en virtu | del supuesto; luego la polar respecto 


del (n—1)-láteroacde..... , y,por tanto la del n láteroubcd..... 


pasa por dicho punto a b. Como lo mismo puede decirse para cualquie 
ra de los puntos ac, a d, ..... , queda demostrado el teorema de la 
izquierda; y por consiguiente, sus tres correlativos. 

Como consecuencia inmediata, ó también directamente, resultan 


éstos: 

Si A es el plano polar de Pres- 
pecto del (n—1) edro BCD...., 
también lo es respecto del n-edro 
total ABCD.... 


Si A es el polo de Prespecto 
del (1 —1) vértice BCD....tam- 
bién lo es respecto del n vértice 
total A B CD... 


De los teoremas anteriores se deducen estos otros: 


Si se tienen en unarecta n 
puntos ABCD..... y uno de 
ellos A está armónicamente sepa- 
rado de otro Pde la misma por 
los n-1 puntos BCD..... , tam- 
bién es el centro armónico de 
primer orden del sistema tota] 
A BC D..... respecto del mismo P; 


Si se tienen n planos A BC D.... 
que pasan por una recta y uno 
de ellos A está armónicamente. 
separado de otro P del haz por 
los 2-1 planos BC D..... tam- 
bién es el plano central armóni- 
co de primer orden del sistema 
ABCD.. .. respecto del mismo P; 


y análogamente para los haces de rectas. 


19.—Problema. Conocidos los 
lados a b de un trilátero, hallar 
el tercero c, dados un punto y su 
polar, 


Problema. Conocidos los vér- 
tices A B de un trivértice, ha- 
llar el tercero C,dados una rec- 
ta y su polo. 


Si Mes el punto $ a y N el de intersección de P M con b, la recta 
c buscada ha de pasar por el punto armónicamente separdo de N por M 
y P. Haciendo lo mismo con el otro punto p b, queda determinada c. 
Uno de estos puntos puede sustituirse por el común á $ y á la polar de 
P respecto del ángulo a b, punto por el que ha de pasar c. Si p pasa 
por el punto a b, c pasa también, el trilátero es radiado y la construc- 
ción empleada antes no sirve. 

Estos problemas permiten resolver los siguientes: 


LR ES 


Dados cuatro puntos P P' A B 
en linea recta, hallar el punto C 
tal que sea P' el centro armóni- 
co de primer orden del sistema 
A B C respecto de P; 


Dadas cuatro rectas p p a b 
concurrentes, hallar la recta c 
tal que sea p’ el eje armónico de 
primer orden del sistena a b c 
respecto de f; 


y pur su medio se resuelven los casos en que la aplicación directa del 
método anterior para la resolución de los dos problemas no era eficaz, 
por ser el trilátero radiado ó tener el trivértice en línea recta sus vér- 
tices. 


20.—Fácilmente se vz el modo de generalizar estos problemas. Su- 
pongámoslos, pues, resueltos para el (n—1) látero y el (n—1) vértice, 


y vamos á hallar 

el lado a de un n-lítero cono- 
cidos los n—1 restantes, bCd...., 
un punto P y su polar p. 


el vértice A de un n-vértice 
conocidos los 1-1 restantes 
b c d....., una recta p y su polo P. 


Sea M el punto común á p y á uno de los lados-b de este (n-1)—lá- 


tero; NQ, Rie.» los de intersección de P M con los demás lados 
Cde. ; el punto X tal que sea M el centro armónico del sistema 
ANO Ras respecto de P, es uno del lado a buscado. Del mismo 


modo se ottiene otro, ó bien se toma el común á $ y á la polar de P 


respecto del (n—1)láterobcd... 


dado. 


Si esta polar coincide con p, ella misma es el lado pedido, 
Resueltos estos problemas lo están estos otros: 


Dados los puntos PP' BC D... 
en línea recta, hallar el A tal que 
P' esté separado armónicamente 
de P por el sistema A B CD..... 

Si P' está armónicamente se- 
parado de P por el sistema B C 
D.....,él es el punto pedido. 


Dadas las rectas p P' b c d.... 
concurrentes, hallar la a tal que 
p' esté separada armónicamente 
de p por el sistema a b C de... 

Si p” está armónicamente sepa- 
rado de p por el sistema b ¢ d... 
ella es la recta pedida. 


Por brevedad no enunciamos las proposiciones correlativas de todas 


estas en la radiación. 


21.—Dados n—7 planos cua- 


Dados 2—1 puntos cualesquie- 


lesquiera B, C, D,....- hay un ra B,C, D,..... hay uno sólo A 
sólo plano A tal que respecto del tal que respecto del n-vértice 
n-edro ABCD..... sea el plano ABCD..... sea el polo de un 


polar de un punto dado P, otro 
plano también dado P,. 


plano dado P un punto también 
dado P, 


Para determinar aquel plano A, suponiendo resuelto el problema 
para el (n—1)-edro, sea m la recta de intersección de P, con uno de los 


planos B, C, Ds.. Y MG Y. ...* 


las comunes á cada uno de los res- 


tantes y al Pm; bastará hallar la recta x tal que respecto del (n — 1} 


látero x n q..... sea m la polar 


de P, y asíse tiene una recta del pla- 
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no pedido. Análogamente se determina otra, ó bien se toma la de in- 
tersección del plano P, con el polar de Prespecto del (n—z7)-edro dado, 
O en véz de una de ellas se toma un punto por análogo procedi- 
miento. 

Y como estos problemas están resueltos para n= 2, lo están para 
cualquier valor de n». Si el plano polar de P respecto del (n—z)-edro 
dado es P,, él es también el nésimo plano pedido. 


22.—De las definiciones dadas se deduce que: 


La polar respecto de un n—lá- El polo respecto de un n—vér- 
tero plano de un punto situado tice plano de una recta que pasa 
en un lado sin ser vértice, es por un vértice sin ser lado, es 
este mismo lado. La de un vér- dicho vértice. El de un lado es 


cualquier punto del pleno. 

El polo respecto de un n—vér- 
tice alabeado de un plano que 
pasa por un vértice sin conte- 
ner una arista, es el vértice; si 
contiene la arista es indetermi- 


tice es indeterminada. 

El plano polar respecto de un 
n—edro no radiado, de un punto 
de una cara no situado en nin- 
guna arista, es dicha cara; el de 
un punto de una arista, indeter- 


minado. nado. 

Por consiguiente: 

El centro armónico de uu sis- El eje armónico de un sistema 
tema de puntos en línea recta, de rectas concurrentes, respecto 
respecto de uno de ellos, es él de una de ellas, es la misma 
mismo. |. recta. 

23.—Si un punto P tiene la Si una recta $ tiene el mismo 
misma polar f respecto de un m- polo P respecto de un m-vértice 
látero y de un n-látero del mis- y de un n-vértice planos, el polo 
mo plano, la polar respecto del respecto del (m + 1n)-vértice to- 
(m + 1n)-látero total es la misma tal es el mismo punto, 
recta. 

Por consiguiente, si un punto Por consiguiente, si una recta 
está armónicamente separado de está armónicamente separada de 
otro P por dos sistemas de m y n otra p por dos sistemas de m y 
puntos, lo está por el sistema n rectas, lo está por el sistema 
total de (m + n) puntos. total de (m + n) rectas, 

Supongamos demostrados los teoremas de la izquierda para un m— 
láterobed..... yunn—láterorst,.... , y veamos si son ciertos para 
un (m + 1) —látero abcd .... y el mismo n—látero y s £t..... Por de- 


finición, la polar p’ de P respecto del m—látero b c d..... pasa por el 
punto $ a; la recta que contiene este punto y P corta al m—látero y al 
n—látero en grupos de m y n puntos respectivamente que tienen el 
mismo centro armónico p a; y como suponemos demostrado el teore- 
ma para éstos, el mismo punto es también el centro armónico del sis- 
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tema total de (m + n) puntos; luego la polar respecto del (m +.u)- 
látero b c do svi rS biidon pasa por él, y también la polar respecto del 
(m + n +1) látero total. Como esto puede repetirse para los puntos 
pbp tdas la propiedad queda demostrada, faltando sólo compro- 
barla en el caso m = 2, n = 2; es decir, ver que: 

Si p es la polar de P respecto Si Pes el polo de p respecto de 
de los pares de rectas a b y e d, los pares-de puntos A B y C D 
lo es también respecto del cua- lo es también respecto del cua- 
drilátero a b 2 d. i drivértice A BC D. 

En efecto; la polar respecto del triángulo a b c pasa por el punto cd, 
luego por él pasa también la polar respecto del cuadrilátero; por la 
misma razón pasa por el a b, luego es la recta p. 

Además de las correlativas, son también ciertas las dos siguientes 
proposiciones, cuya demostración es completamente análoga, si bien 
pueden deducirse cortando por un plano y proyectando desde un pun- 
to respectivamente: 

Si P,es el plano polar de P | Si P, es el polo del plano P, 
respecto de un m—edro ydeun | respecto de un m—vértice y de 
n—edro no radiados, es también | un 2—vértice alabeados, es tam- 
el plano polar del mismo punto bién el polo del plano P respec- 
respecto del (m + n)}edro total. | to del (m -+ n)-vértice total. 


24.—Llamaremos multilátero y multivértice suma de otros dos, å 
los formados por todos los lados y vértices respectivamente; y dife- 
rencia de dos, uno de los cuales contiene los lados ó vértices del otro, 
al formado por los restantes. Sentado esto, vamos á demostrar los 
teoremas recíprocos. 


Si $ es polar de Prespecto del Si Pes el polode prespectodel 
n-látero r st... y del (m + n)- n-vértice RS T... . v del (m -+ n)- 
látero a b c..... r Sibis ss» lo es vértice ABC..... RS T..... lo es 
también respecto del m—látero también respecto del m-vértice 
abc. ... diferencia. ABC.... diferencia. 

Si P, es el centro armónico de Si P, es el eje armónico de los 
los dos sistemas de n y m +n dos sistemas de n y m + n rec- 
puntos RS.....y A BC..... tas Y S..... Y ADC... TS... TES- 
RISA respecto del mismo pecto del mismo eje polar p, lo 
polo P, lo es también de, siste- es también del sistema ab C... 
ma ABC.. .. 


Empleando el mismo método de inducción, suponiendo ciertos estos 
teoremas para m y n, bastará probarlos para m+ 7 y n. Refiriéndonos 
al de la izquierda, por ser p polar respecto del (m + n + 1)—látero to- 
tal, la polar respecto del (m -+ n) — látero bc ..... YS... pasa por 
el punto $ a. La recta que lo proyecta desde P, corta á este (m + n)— 
látero y al n—látero 7 s..... en dos sistemas de m +1 y n puntos, res- 
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pecto de los cuales el armónicamente separado de P es p a; luego tam- 
bién está armónicamente separado de P por el sistema B Cid segs 
ción del m — látero diferencia, en virtud de nuestro supuesto; lo cual 
indica que la polar de P, respecto de este m — látero, pasa por aquel 
punto p a; y también pasa, por tanto, la polar respecto del (m + 1) — 
látero a bc ..... Repitiendo esto mismo para otro cualquiera de los 
puntos pb,pc....., resulta que dicha polar coincide con $. 

Para el cuadrilátero es casi evidente; pues si p es la polar de P res- 
pecto de a b y a b c d, la polar p, de P, respecto del trilátero a b d, ha 
de pasar por p d en virtud de la primera propiedad de f, y por p c en 
virtud de la segunda; luego estos puntos son uno solo, ya que p; y p no 
coinciden; es decir, p pasa por c d. Ahora bien, la polar de P, respecto 
de bcd, debe pasar por a b por la segunda razón; luego f es la polar 
de P respecto de c d. 

Estos teoremas, juntamente con sus correlativos, pueden resumirse 
en éste: dos elementos, polar uno de otro, respecto de varias figuras 
homogéneas de la misma base, lo son también respecto de la figura 
suma; y si lo son respecte de una suma y de uno de los sumandos, son 
también polares respecto del otro sumando, 


25,—Aquí sucede una cosa análoga á la que ocurre en Análisis 
cuando se trata de efectuar las operaciones inversas de un cierto al 
goritmo en determinado sistema de números. Cuando estas operacio- 
nes son imposibles dentro del sistema, se generaliza éste, ampliándolo 
con nuevos números, cuya representación práctica será más ó menos 
natural ó artificiosa, pero que permiten efectuar aquellas operaciones 
inversas dentro de este sistema más amplio Es así como, partiendo 
de la serie natural de los números, se pasa á la consideración de los 
números enteros negativos; más tarde al sistema racional y al sistema 
continuo, y por último, al estudiar la radicación, se introducen los 
números llamados imaginarios, obteniéndose así un sistema dentro 
del cual son posibles las operaciones todas de los algoritmos funda- 
mentales, 

Estas consideraciones me han sugerido la idea de ampliar también 
el concepto de multilátero, multivértice, etc., afectando á cada ele- 
mento de un signo + ó —, y diré con toda generalidad que un punto 
y una recta son polo y polar de un multilátero ó multivértice diferen- 
cia, si lo son respecto del minuendo y sustraendo. Para no detener- 
nos más en este punto, he aquí cómo obtengo la polar p respecto 
del trilátero a È c. Hallo el punto B' de b armónicamente separado de 
la recta P B por A y C. Sean A’ C' las proyecciones de A y C sobre a 
y c. Larecta A’ B' C' =p es la polar de P, pues hallando d armónica- 
mente separada de b por P y p, p es la polar respecto de a c d y bd, 
luego también respecto de a c d — b d = a b c. 


= 2 — 

%6,—Los 2 "21 puntos dein- | Las 2 "Z" 1 rectas determina- 
tersección delos pares de polares das por los pares de polos de 
de un punto P respecto de los una recta p respecto de los mul- 
multiláteroscomplementarios en tivértices complementarios en 
que se puede descomponer un que se puede descomponer uno 
m — látero dado, están en una dado, pasan por un punto P que 
recta p que es la polar de P res- es el polo de p respecto de éste. 
pecto de éste. 

Refiriéndonos á la propiedad de los multiláteros, si M es uno de 
aquellos puntos, la recta P M corta.á los dos multiláteros complemen- 
tarios en dos sistemas de puntos que tienen el mismo centro armóni- 
co de primer orden M respecto de P; luego este punto es también el 
centro armónico respecto del mismo punto P del sistema total (24) y 
pertenece á la polar de P. Para ver cuántos son estos puntos M, con- 
siderando también como multiláteros complementarios un lado y el 
(m-— 1) — látero de los restantes, para los cuales el teorema es también 
cierto por la misma definición de polar, basta observar que el número de 
descomposiciones posibles en 1y Mm — 7, 2 Y M — 2y... lados, es respec- 
tivamente (7), (2), (3) <- +. . +5 luego vel número total es 

p ( æi a A 


A 


£ k=1 


97.—Son también ciertos los teoremas correlativos, y además éstos: 


Las 2”=* z rectas de intersec- Las 2”7'1 rectas que deter- 
ción de los planos polares de un minan los pares de polos de un 
punto Frespecto de los pares de plano Prespecto de los pares de 
poliedros complementarios en multivértices complementarios 
que puede descomponerse uno en que puede descomponerse 
dado, están en un plano que es uno dado, pasan por un punto 
el polar de P respecto de este que es el polo de P respecto de 
pol'edro. este multivértice. 


Para ver la posición de estas rectas en aquel plano polar, obsérve- 
se que si % y k son las rectas de intersección de dicho plano polar P, 
con los polares respecto de los poliedros abC..... y Y st... . que 
no tienen ninguna cara común, la recta que proyecta desde Pel punto 
k h, corta á estos dos poliedros en dos sistemas de puntos que tienen 
el mismo centro armónico de primer orden % k respecto de P; luego 
(24) el plano polar respecto del poliedroa bc ..... v st..... suma de 
aquellos, pasa por el mismo. Por consiguiente, por cada punto del pla- 
no P,, intersección de dos rectas que cumplan las condiciones dichas, 
pasa otra tercera. En particular, por cada vértice del m—látero sección 


del m—edro, que es también sección del m--edro de los planos polares, 


—=1 : . 
pasa una recta de las 2” * 1, que es la intersección con el plano polar 


=D 


respecto del diedro correspondiente. Lo correlativo puede decirse 


para los m—vértices alabeados. 


Haciendo aplicación al caso particular del 


tetraedro, resulta que de las 
2 — 1 = 7 rectas á que se refie- 
ren los párrafos anteriores, cua- 
tro son los lados del cuadri- 
látero sección; y las otras tres, 
diagonales del mismo, son las 
intersecciones con los pares de 
planos armónicamente separa- 
dos por los diedros opuestos. 


cuadrivértice, resulta que de 
las 23 — 1 = 7 rectas á que antes 
nos referíamos, cuatro son las 
aristas del cuadriarista proyec- 
tante; y las otras tres, diagona- 
les del mismo, son las proyec- 
tantes de los puntos armónica- 
mente separados por los vérti- 
ces de cada dos aristas opues- 
tas. 


28.—Comparando las definiciones dadas en (7) se observa que un 
punto P y una recta p, polo y polar respecto de un trilátero, lo son 


también respecto del trivértice que tiene los mismos lados, y vice- 
versa. Podemos, pues, estudiarlos á la vez, considerando un triángu- 
lo indistintamente como trilátero ó como trivértice, 


= 23 == 


De esto se deduce que el trilátero de las polares de P, el trivértice 
de los polos de $ y el dado, son homológicos dos á dos respecto del 
mismo centro P y eje p. 

Sea 4, B, C, un triángulo respecto del cual estos elementos son po- 
lares uno de otro, y A B C P P' una serie armónica sección por una 
recta cualquiera m que pase por P y no por ningún vértice. Esta recta 
an corta á los lados de aquellos dos triángulos A“ B" C* y A' BC cir- 
cunscrito el uno é inscrito el otro en el A, B, Cı, en los pares de pun- 
tos Az, Ay; By, Bi; Ca, Cs. Considerando uno de ellos, el primero por 
ejemplo, :e tiene 4,C,4' B, R 4; 3 PC, y por tanto A, está armóni- 
camente separado de P por B y C. El haz As: A,C' P A' derivado del 
cuadrilátero A, B' PC' C, Bı es armónico; luego A, está armónica- 
mente separado de A por As y P. Finalmente, por ser perspectivas las 
series C, A, C' B, y P' Az A,A, se deduce que P' está separado ar- 
mónicamente de A, por 4 y A La obtención de P' armónicamente 
separado de P por los tres puntos A, B, C, se reduce, pues, á determi- 
nar sucesivamente 4;, A, y P' por medio de las tres siguientes figuras 
armónicas de cuatro elementos: Aa B PC, A,A4, AP, y P' A As As. 

Los puntos A; y A, son en general distintos; si se confunden en uno, 
éste es también A; y el punto buscado es el mismo punto, reunión de 
A, A, Ay P. Esto sucederá cuando A esté separado armónicamente 
de P por B y C. 

Si dos de los puntos, A y C se confunden, la recta m pasa por un vér- 
tice B, del triángulo A, B, Cı. En este caso bastan las dos figuras ar- 
mónicas A, B PCy P' A B As, ya que 4, coincide con B. 


29.—Fáltanos para terminar este ligero estudio ver la posición que 
ocupan los puntos P y P' respecto de los A B C. Para esto basta ob- 
servar el movimiento de P” al recorrer Pla serie en un sentido cons- 
tante. 

Si llamamos A”, B', C 4 los puntos de la recta armónicamente sepa- 
rados de A, B, C, por los pares B C, CA, A B, queda ésta dividida en 
seis segmentos consecutivos, y mientras P describe lcs segmentos 
BA', A'C, CB , B'A, AC', C'B, el punto P' recorre en sentido contra- 
rio los BA, AC, CB, BA, AC, CB, es decir, dos veces toda la serie 
completa; de donde se deduce que á cada elemento P' corresponden 
dos P. 

Además, resulta de aquí que dos elementos cualesquiera P de uno 
de aquellos segmentos, no están separados por sus homólogos P”. 


SEGUNDA PARTE 


PROYECTIVIDAD DE ORDEN SUPERIOR ENTRE FIGURAS 
ELEMENTALES 


1, Correspondencia general. 


30. —Diremos que dos figuras de primera categoría, de bases rea- 
les pertenecientes á una de segunda categoría, están relacionadas por 
una ley geométrica, cuando á cada elemento de una corresponden en 
la otra varios reales ó imaginarios deducidos de aquél mediante un 
número finito de las siguientes operaciones geométricas: 


Hallar los puntos comunes á Hallar los rayos comunes á dos 
dos curvas geométricas planas, haces geométricos radiados de 
ó los rayos comunes á dos haces planos, ó á dzs haces geométri- 
geométricos planos (3) , cos radiados de rectas (2. 

Y como casos particulares más interesantes, éstos: 
cortar una curva geométrica por trazar planos tangentes á un co- 
una recta, y trazarle tangentes no geométrico desde unarecta, y 
por un punto, cortarlo por un plano. 


Dadas las bases reales de las dos figuras de primera categoría, quedará 
definida la correspondencia entre ellas por un conjunto de curvas 
planas ó conos geométricos FIJOS, y el orden en que se han de efec- 
tuar, partiendo de cada elemento A de una de ellas, las operaciones 
citadas. Estas consistirán en la obtención de otro sistema de figuras, 


variable con el elemento A y perfectamente definido cuando se fije 
éste. 


(1) Por ahora basta saber que tales curvas, conos y haces geométricos, son 
los llamados algebra icos en Geometría Analítica, y referidos á un triángulo de 
su plano ó triedro de su radiación, están representados por una ecuación alge- 
braica en coordenadas de puntos, de rectas, ó tangenciales, respectivamente. 
En la tercera parte trataremos tales figuras. 


a 


31.—Dos figuras de primera categoría relacionadas del modo dicho, y 

ales que á cada elemento de la primera corresponden m en la segunda, 

y á cada uno de éstos n de la primera, diremos que son proyectivas 
d2indices m y n respectivamente. 

Para expresar dicha correspondencia emplearemos el mismo signo 
de la proyectividad ordinaria. Siendo A, 43 As ..... y Bi Ba By. las 
figuras, escribiremos A, Az As ..... 1 B, Ba B; (m, n); ó también, 
representando cada una por la letra que designa un elemento, puesta 
en re paréntesis; así: [A] K [B] (m, n). 

Según más adelante veremos, utilizando la representación geométri- 
ca de los elementos imaginarios debida á Staudt, pueden efectuarse con 
ellos las mismas operaciones geométricas que con los reales, pudien- 
do corresponder á cada elemento imaginario de una figura otros reales 
ó imaginarios en la otra, y lo mismo si el primer elemento es real. 

Cuando los elementos imaginarios homólogos de uno cualquiera real 
son conjugados dos á dos, diremos que la correspondencia es real- 
proyectiva, ó que las dos figuras son real-proyectivas. 

Esta es la única que estudiaremos en lo sucesivo. 

Si las dos figuras proyectivas tienen la misma base, diremos que un 
elemento es de coincidencia cuando con él se confunde alguno de los 
homólogos. 


32.—El principio fundamental en que apoyamos todo lo que sigue, 
es éste: 

Dos figuras proyectivas (m, n) de la misma base real, tienen m 4 n 
elementos de coincidencia. 

Si la correspondencia es real-proyectiva, los elementos de coinci- 
dencia imaginarios, son dos á dos conjugados. 

En cuanto á su demostración geométrica, véase lo que decimos en 
la Introducción ©). 


G) He aquí la demostración analítica, concretándonos al caso del plano, y 
suponiendo que se trata de dos series de la misma base real, pues á éste pueden 
reducirse los demás. . 

Tomemos esta recta como eje x de un triángulo de referencia y designemos 
por x, x, las abscisas de dos elementos correspondientes de la primera y Se- 
gunda serie. Escribamos las ecuaciones generales de las líneas que constituyen 
el sistema variable: f, (A13 A 25 «Aq,* 3)=0f o lbAar1 dagas: 
ABIX, ISA R (Api poe Ap, x,y)=0, y las ecuaciones de con- 
dición entre x, , ¥ y estos p coeficientes que expresan las relaciones existentes 
entre dichas líneas, las del sistema fijo y las series dadas. Fijado un valor á x, el 
sistema variable queda determinado; luego el número de dichas ecuaciones es 
u + 1. Sean éstas 21 (41 Ap 09 )=0) «Pus y (AL cocos Apo, 01,02 J=0, 
Eliminando 41, 42, . y A po resultará la ecuación de correspondencia 
F(u1, 7 ,)=0, algebraica como todas ellas, la cual, después de suprimidos los 
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33.—La propiedad que junta con la definición caracteriza la rela- 
ción real-proyectiva, es la siguiente: Si en dos figuras real-proyecti- 
vas (m, n) son homólogos dos elementos imaginarios, también son ho- 
mólogos los conjugados de éstos. 

Sean, por ejemplo, dos haces de vértices P y Q; dos rayos imagina- 
rios homólogos determinan un punto imaginario; la recta real que lo 
contiene corta á los dos haces según dos series proyectivas (m, n), en ` 
las que aquel punto es de coincidencia; luego su conjugado también 
lo es, y por tanto, los rayos conjugados de los dos primeros son tam- 
bién homólogos (9. 


34,—En dos figuras proyectivas (m, n) hay algunos elementos nota- 
bles que conviene definir. 

Diremos que un elemento es de ramificación, cuando varios de sus 
homólogos se han confundido en-uno, al cual llamaremos múltiple. En 
general, los homólogos de éste, entre los cuales "figura aquél, serán 
todos distintos; pero puede también suceder que varios de ellos se con- 
fundan con el de ramificación, y entonces ambos son á la vez múlti- 
ples y de ramificación, 

En particular, si las dos figuras son de la misma base y un elemento 
de coincidencia considerado de una figura tiene varios homólogos de 
la otra que se confunden con él, pero considerado de ésta no tiene en 
aquélla más de uno homólogo que con él coincida; en una palabra, si 
dicho elemento de ccincidencia es de ramificación en una fgura, pero 
no lo es en la otra, en virtud de esto último no equivale, como pudie- 
ra creerse, á mayor número de elementos de coincidencia; y las dos 
figuras tendrán, además de él, otros m + n — r. En cambio, cuando sea 
á la vez múltiple de las dos figuras, equivale á un número mayor, que 
no parece fácil determinar a priori. 

Los elementos múltiples más importantes son los dobles (2), reunión de 
dos homólogos de uno mismo al cual llamaremos de bifurcación (3), 


factores extraños, será de grado m en x, y 2 en x. Las abscisas de los puntos 
de coincidencia son las raíces de la ecuación Æ (x1 , 1)=0. Cuando la corres- 
pondencia es real proyectiva, los coeficientes deben ser reales, y con esto queda 
demostrada la segunda parte del principio. 

G) Siaba' Y y aca,c,son las representaciones armónicas de los dos ra- 
yos imaginarios homólogos en el método de Staudt [35], [37],el eje perspectivo 
be-- ar ar—b' ci determina en los haces una involución que define los dos pun- 
tos imaginarios. 

(3) Los Sres. Torroja y Vegas llaman dobles á los de coincidencia en la proyec- 
tividad (7, +) única que estudian [37] [g0]. Al generalizar la correspondencia nos 
ha parecido más propio reservar el nombre de dobles para los que son reunión 
de dos elementos de una misma figura. 

i) Weyr los llama Werzwecigungselemente 1451. 


O 


Un elemento de coincidencia, que es á la vez doble y de bifurcación 

en las dos figuras, equivale á dos de coincidencia; pues considerado de 

una ú otra, tiene dos homólogos confundidos con él. | 
Cuando las dos figuras son haces de la misma base propia, llamare- 

mos principales á dos rayos homólogos y perpendiculares. 


35.—Diremos que una correspondencia (m, n) se descompone en 
otras más sencillas (m, n1) (mae, n2) ..... (my, ny), cuando los m ele- 
mentos homólogos de uno de la primera figura son los m, + ma + e 
+ m, = m homólogos del mismo en dichas correspondencias parcia- 
les, y lo mismo para cada uno de la segunda figura. 

Puede suceder también que haya en una de las figuras uno ó más 
elementos fijos homólogos de todos los de la otra; y suprimidos tales 
elementos, que llamaremos aislados , disminuirá el índice de ésta en 
tantas unidades como indique su número. 

Una correspondencia que no se descompone en otras y carece de 
elementos aislados, diremos que es propia. 

Mientras no se advierta lo contrario, al hablar de una corresponden- 
cia (m, n), entenderemos que es real proyectiva y propia. Llamaremos 
abreviadamente correspondencia lineal, cuadrática, bicuadrática, et- 
cétera, á las de índices (7, 1), (1, 2), ‘2, 2), etc. 


36.—Diremos que dos figuras de segundo orden de bases reales son 
proyectivas (m, n) cuando lo sean las de primer orden perspectivas 
con ellas. 

Es, por consiguiente, aplicable el principio fundamental de corres- 
pondencia y todas las consecuencias que de él se deduzcan, á todas 
las figuras que el Sr, Torroja llama elementales ([37] p. 151), esto es: 
series de primero y segundo orden, haces de planos radiados de pri- 
mero ó segundo orden, y hates de rectas de primer orden ó de segundo, 
pudiendo ser éstos planos, radiados ó alabeados. 

A todas ellas son aplicables las definiciones dadas en el párrafo (34). 


37.—Si Po Yı 2, SON tres figuras tales que Y, K Ẹ9ı (Mo Mo) y Y At? 
(my, na), se verifica que qo R Y2 (Mo M2, nane). Si las dos primeras 
correspondencias son real proyectivas, ésta también lo es. j 

Pues á cada elemento real de ¿o corresponden mo reales ó imagi- 
narios conjugados en yı, y á éstos en virtud de (33) corresponden, en 
general, mo mz reales ó imaginarios conjugados en 2 a; y análoga- 
mente, cada elemento real de La tiene en 9o, n o2 homólogos reales 
ó imaginarios conjugados. 

Sin embargo, el primer índice será menor cuando los mo grupos de 
elementos de yz homólogos de los mo de q que corresponden á uno 
mismo de q, tengan algunos comunes; y cosa parecida puede suce- 
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der con el segundo índice. Por es o, en cada caso hàbrá que tener en 
cuenta el número verdadero de elementos distintos de qa ó 9,, que 
corresponden á cada uno de ¢o ó «y, respectivamente. 

Este importante teorema puede enunciarse así: dos figuras real- 
proyectivas con una tercera son real-proyectivás entre sí; y puede sin 
dificultad generalizarse á cualquier número de figuras, 


38,—Si las dos figuras real-proyectivas (m, n) son tales que los gru- 
pos de elementos homólogos de los correspondientes á uno mismo no 
tienen más común que éste, y se relacionan los elementos de la pri- 
mera haciendo corresponder los homólogos de uno mismo de la se- 
gunda, se tienen dos figuras de la misma base real-proyectivas de in- 
dices iguales á m (7—1). 

Pues basta aplicar el teorema anterior. Según veremos más ade- 
lante, esta correspondencia es una involución, 


39,—Los elementos de coincidencia de la proyectividad así estable- 
cida, son los dobles (34) de la primera figura; por consiguiente, dos 
figuras real-proyectivas (m, n) tienen respectivamente 2 m (n—1) y 
2 n (m—1) elementos dobles reales ó imaginarios conjugados. 

Y en virtud de la definición de figuras real-proyectivas y de la pro- 
piedad (33) resulta esta importante propiedad: en dos figuras real- 
proyectivas (m, n) hay 2 n ím—1) y 2 m (n—1) elementos de bifurca- 
ción, respectivamente; siendo los imaginarios conjugados dos á dos. 


40.—Si en dos figuras real -proyectivas (m, n) de la misma base al 
elemento A, de la primera corresponde el A, de la segunda, á éste con- 
siderado de la primera el 4, en la segunda, etc., y se hacen correspon- 
der al A, los 44, es [Ao] R 142] (m* , n*y. 

Si, en particular, se establece esta correspondencia para h=2, y de 
los m” + n” elementos de concidencia descontamos los m + n que lo 
son en la proyectividad (m, n) dada, los m? + n?— m — n restantes 
pueden distribuirse en pares de elementos que se corresponden doble- 
mente. Llamaremos conjugados á estos pares, y su número es, en ge- 
neral, en virtud de lo dicho [ m (m—1) + n (n—1)]/2 0, 

De aqui se deduce que si en dos figuras proyectivas de la misma 
base hay un número mayor que el obtenido de pares conjugados, lo 
son todos los demás de elementos homólogos. Como caso particular, 
para m == n = 1, resulta el teorema fundamental de la involución or- 
dinaria. 

(1) Weyr demuestra esto por medio de las curvas que representan en coorde- 
nadas cartesianas la ecuación de correspondencia y la que se obtiene permutando 
las variables. Los puntos comunes no situados en la bisectriz x = y corresponden 
á los pares conjugados. El los llamá involutorische |44]. 


OO 


41.—Un método para estudiar las propiedades de las figuras pro- | 
yectivas (m, n) consiste en tomar dos figuras elementales de segundo 
orden y de la misma base, proyectivas (1, 1) con ellas, y considerar la 
figura engendrada por el elemento que determinen los pares de ho- 


mólogos. 

Si se toman, por ejemplo, 
seriesdesegundoordensobre una 
cónica q, las rectas que unen 
los puntos homólogos forman un 
haz de orden m + n. 


hacesdesegundoordensobre una 
cónica «p, los puntos comunes á 
cada par de rayos homólogosfor- 
man una curva de orden m + n. 


Para demostrar esto último, basta probar que cualquier recta del 
plano la corta en m + n puntos. Esto es evidente si la recta es tan- 
gente á y ; pues dichos puntos son los que en ella determinan sus 
m + n rayos homólogos, considerado aquél como de uno ú otro haz. 
Si no es tangente, corta á los dos haces según series proyectivas 
(2. m, 2 n), y como de los 2 (m + n) puntos de coincidencia m + n 
son las intersecciones con los rayos de coincidencia de los dos haces, 
los otros m + n son los puntos en que la recta corta á la curva. 


Il. Involución. 


42.—Dos figuras proyectivas de la misma base se dice que están en 
involución, cuando sus elementos se corresponden doblemente; es de- 


cir, que si al A de la primera corresponden los Ar, Ay +. 


..., Am en la 


segunda, á cada uno de éstos considerado de la primera corresponde, 
entre otros, el A en la segunda. Las dos figuras se consideran forman: 


do un solo sistema. 


Dos figuras proyectivas en involución son del mismo indice. 

Pues de la definición resulta que el A de la segunda figura tiene 
al menos m homólogos en la primera, luego n > m; y como por aná- 
loga razón m >n, será m = n. A este número, indice de las dos figu- 
ras, lo llamaremos indice de la involución. El número de elementos de 


coincidencia es 2 m (32). 


43.—Para estudiar las propiedades de la involución, tomaremos una 
figura de segundo orden perspectiva con ella, la cual será también 
una involución del mismo índice que la primera. 


Las rectas que unen los pun- 
tos homólogos de una serie de 
segundo orden en involución de 
indice m, envuelven una curva 
de clase mm. 


Los puntos de intersección de 

| los rayos homólogos de un haz 

de segundo orden en involución 

de índice m, forman una Curva 
de orden m. 


O 


La demostración es la misma empleada en (41). Así, refiriéndonos å 
la columna de la izquierda, los rayos del haz engendrado que pasan 
por un punto, son los de coincidencia del haz de primer orden en in- 
volución de índice 2 m, que proyecta desde el punto la serie de se- 
gundo orden, descontando los que proyectan los 2m puntos de coinci- 
dencia de esta serie, Pero los 2 11 restantes están confundidos de dos 
en dos; pues si a es uno de ellos que proyecta el punto A, uno de cu- 
yos homólogos es e] segundo punto B de intersección, también consi- 
derado como proyectante del punto B le corresponde el mismo a. Por 
consiguiente, por un punto no situado en la cónica pasan m rayos del 
haz engendrado; y como si el punto está en la curva los rayos que por 
él pasan son las m rectas que lo unen con sus 22 conjugados de la se- 
rie, dicho haz es de orden m ó la curva envolvente de clase m. 

Llamaremos á esta curva central de la serie en involución; y á la 
curva del teorema de la derecha, curva axial de la involución ©- 

Para m = 1 resultan los dos teoremas bien conocidos, relativos al 
centro y eje de la involución ordinaria. 

Reciprocamente: 


todo haz de orden m determina 
en una cónica una involución de 
índice m formada por los pares 
de puntos en que cada rayo la 
corta. 

Los puntos de coincidencia 
son los de contacto con la cóni- 
ca de las tangentes comunes á 
ella y á la curva central de la 
involución. 

Ahora bien, una curva de cla- 
sem define una involución de 
índice m (43); 


toda curva de orden m determi- 
na en una cónica una involución 
de índice m formada por los 
pares de tangentes que pasan 
por cada uno de sus puntos. 
Los rayos de coincidencia son 
las tangentes á la cónica en los 
puntos comunesá ella y á la 
curva axial de la involución. 


Una curva de orden »m defi- 
ne un haz en involución de in. 
dice m; 


luego de ambos se deducen estos teoremas que están incluídos en los 
generales que más adelante demostraremos: el número de puntos co- 
munes á una cónica y una curva de orden in, ó el de tangentes comu- 
nes con una curva de clase n, es 2 m. 

Si la curva central es tangen. | 
te á la cónica, el punto de con- 
tacto equivale á la reunión de 
dos elementos de coincidencia 
de la involución; y si el contac- 


Si la curva axial es tangente á 
la cónica, la tangente común 
equivale á la reunión de dos 
rayos de coincidencia de la invo- 
lución; y si el contacto es de 


(1) Weyr llama indistintamente /»wolttioncurve á ambas. Nosotros los desig- 
namos así por extensión del eje y centro de la involución ordinaria, para evitar la 
confusión que introduciría el llamarlas curvas de la ¿nvolución. 


ON 


toes de orden superior equi- orden superior, equivale á ma- 
vale á mayor número de elemen- yor número de rayos de coinci- 
tos de coincidencia. dencia. 


45.—En general, en una involución cualquiera no son conjugados los 
homólogos de un mismo elemento; pero puede suceder que haya 
algunos con esta propiedad, y según el número de ellos puede hacer- 
se una clasificación de las involuciones. 

Sea A un elemento cualquiera al cual corresponden 41, A2, . A m: 
Si este grupo puede dividirse en x subgrupos tales que los elementos 
de cada uno se corresponden doblemente, diremos que la involución 
es de rango x 4). Una involución de índice m, es en general de rango 
m. La más sencilla, que estudiaremos especialmente, es la de primer 
rango. Por definición, el rango es divisor del índice. 


46,—Si dos figuras son proyectivas (m, n) y se establece entre los 
elementos de la primera una correspondencia tal que se toman como 
homólogos los correspondientes á uno mismo de la segunda, dicha co- 
rrespondencia es una involución de índice m (n—1) y rango m; siendo 
los m grupos á que se refiere el párrafo anterior, los de elementos 
homólogos en la primera figura de cada uno de los m de la segunda 
que corresponden á uno mismo de aquella. 


47.—Involución de primer rango.—En una involución de primer 
rango pueden distribuirse los elementos en grupos de m + 7 tales que 
dos cualquiera de un mismo grupo son conjugados y dos de distinto 
grupo no lo son; pues de serlo habría dos elementos, cada uno de ¡los 
cuales tendría m + 7 homólogos y suponemos que el indice es m. 

Una involución de esta natur«leza en que Aj, Ai ++... Am; Ba Bı 


..... Bm; ..... son dichos grupos, la designaremos por la notación 
Ao AAE E A AN SY Binst ar O MEN representándolos por 
P,Q, R, ..... „así: P.Q. R .....; y adoptaremos el símbolo A de la 


involución ordinaria para expresar la correspondencia doble. 

Usando también del nombre empleado por casi todos los autores, 
llamaremos orden de una involución de primer rango al número de 
elementos de cada grupo (2). El orden es, pues, igual al índice más 
una unidad. y 

En virtud del teorema (46) si dos figuras son proyectivas (1, 1) y se 
hacen corresponder los elementos de la segunda homólogos de uno mis- 
mo de la primera, se tiene una involución de primer rango y orden n. 


G) Galicismo es éste cuyo empleo hubiéramos querido evitar; mas no hemos 
encontrado otra palabra que, expresando la misma idea, no tenga adentás signi- 
cado distinto. 

(2) Cremona lo llama grado. [5], pág. 17. 


= 32 == 


48.—Para cada serie en invo- 
lución de primer rango y orden 
n sobre una cónica, hay una 
curva central de clase n—1 tan- 


gente á los ke lados de cada n— 


vértice formado por un grupo 
de puntos conjugados. 


Para cada haz en involución 
de primer rango y orden n sobre 
una cónica, hay una curva axial 
de orden n—z que pasa por los 


Me 
(») vértices de cada n—látero 


formado por un grupo de rayos 
conjugados. 


En la involución de primer rango, si n > 2, los elementos de coin- 
dencia son dobles, y recíprocamente; así que los designaremos indis- 


tintamente por uno ú otro nombre. 


49.—Si un punto de la serie en 
involución situada sobre la cóni- 
ca es doble, dos de las n — 7 
tangentes á la curva central que 
pasan por uno cualquiera de los 
puntos de) mismo grupo, se con- 
funden en una, que es la que pro- 
yecta dicho punto doble; luego 
los 1 — 2 puntos que dicho gru- 
po contiene además del doble, 
están en la curva central ©). 


Después de lo dicho se deduce que 


curva central 2(n—1)(n — 2) 
puntos que son los de bifurca- 
ción, lo cual está conforme con 
el resultado obtenido en (39). 
y prueba en virtud de (44) que 
la curva central es de orden 
(n—1)(n—2)06. 


Si un rayo del haz en ir.volu- 
ción sobre la cónica es doble, 
dos de los puntos de intersec- 
ción con la curva axial de uno 
cualquiera de los rayos del mis- 
mo grupo, se confunden en uno 
que es el común con dicho rayo 
doble; luego los n — 2 rayos que 
dicho grupo contiene además del 
doble, son tangentes á la curva 
axial. 
la cónica tiene comunes con la 
curva axial 2 (n — 7 )(n — 2) 
tangentes que son las de bifur- 
cación, lo cual está conforme con 
el número obtenido en (39), y 
prueba en virtud de (44) que la 
curva axial es de la clase(m— 1) 
(n—2)0, 


(1) Esto indica que, en general, ninguno de dichos » — 2 elementos es doble; 


pero es infundado deducir sólo de esto, como hace Weyr en su artículo ¡43] que 
suceda siempre; pues estando determinada una involución de primer rango por 
dos grupos, según más adelante veremos, puede muy bien uno de ellos ó los dos 
tener varios elementos dobles. 
Otro artículo analítico del mismo autor acerca de estas involuciones, es [46]. 
(2) Aplicando las fórmulas de Plücker á estas curvas, se deduce que 


la curva central no tiene tangentes 
dobles ni puntos de inflexión, y que 
el número de puntos dobles es 


la curva axial no tiene puntos dobles 
ni de retroceso de primera especie, y 
que el número de tangentes dobles es 


(112) (3 M4 (M2). 


P 


50.—Hay un solo grupo de una involución de primer rango cuyo 
centro armónico de primer orden, respecto de un elemento dado P de 
la misma base, sea otro dado P,, ó todos tienen esta propiedad. 

Hagamos corresponder á cada elemento A el A’ tal, que el elemento 
P, esté separado armónicamente del P por el sistema A' BCD..... 
(20), siendo BC D ..... los restantes elementos del grupo á que per- 
tenece A. Para ver cuántos elementos A corresponden á uno cualquie- 
ra A”, hallaremos el número a de grupos BCD..... , formados por 
n— I elementos de uno mismo de la involución, tales que, respecto 
del sistema A BCD..... esté P, armónicamente separado de P. 
Hallado este número, será [A] K [4"] (1, a). 

Ahora bien, para obtener k s grupos ABC D ..... de la involución 
que tengan esta misma propiedad, basta hallar los elementos de coinci- 
dencia de estas dos figuras proyectivas; y como cada n dobles corres- 
ponden á un mismo grupo A B C D .... delos buscados, se deduce que 

+1 
n 

Para ello hagamos corresponder á cada elemento B el B” tal que, 
respecto del sistema 4” B"CD...... , P, esté armónicamente sepa- 
rado de P (20). El número $ de elementos B, que corresponden á uno 
cualquiera B", es doble del número f' de grupos C D ..... den— 2 
elementos, tales que A' B” C D.. .. cumple la condición dicha; pues 
cada uno de estos grupos da dos elementos, que son los que no en- 
tran en él, 

Suponiendo hallado este número 8’, como á cada elemento B corres- 
ponden (*>7*) grupos CDE. ¿ADE 0. ACE... ..yes'decir, 
n—I elementos B”, y á cada uno de éstos % elementos B, será 


[B] 7 18"] E Aa 8); y como cada n — 7 elementos de coincidencia de 


el número de éstos es Todo se reduce, pues, á obtener a. 


estas figuras dan un solo grupo B C D.. ... de los antes buscados, será 
O) 


. Falta, pues, hallar este número (3 de grupos C D....., 
n—1 


Aa) 
n—2 
número de elementos C que corresponden á uno cualquiera C”, con la 
condición de que P, esté armónicamente separado de P por el sistema 

AD CTD Eos 

Observando la ley que siguen los números 4, B, y ....- , y teniendo 
en cuenta que hay un solo elemento N tal que P, está armónicamente 
separado de P por el sistema A‘ BC”... .. M(*=0N, y que hay 
n—Ielementos AB..... M del mismo gtupo de la involución á que 
pertenece N, se tienen las siguientes relaciones entre los índices su- 
cesivos %. P, Y -.... £, llamando x al número de grupos de la involu- 
ción buscado: 


que será, siguiendo el mismo razonamiento, , siendo y el 


3 


= BE = 


no=a+!1 | y multiplicando la expresión que 
m—ta=P+("7*) ocupa el lugar k (I, 2..... ,1) 


(m—2)B=2y7+2(*77) 


por (n — k)! y sumando, sale 
x = 1. Todo esto es dentro de 
la hipótesis de no ser idéntica 


. la correspondencia [4] K [4], 
22=(1n—28 + (M2 (577) pues si lo fuera, todos los grupos 
{=n de la involución tendrían el mis- 


mo centro armónico P, de primer orden respecto de P. En este caso, 
P sería un elemento doble de la involución. 


51,—Si se hallan los centros armónicos P, de primer orden de los 
grupos G de una involución de primer rango respecto de P, entre aque- 
llos centros y estos grupos existe una correspondencia unívoca (1, 1). 
Diremos que la figura formada por dichos centros es proyectiva (1, 1) 
con la involución. Todas las figuras [ P,]. [P,] +++ , así obtenidas, to- 
mando diversos polos, son proyectivas (1, 1); y las llamaremos deriva- 
das de la involución respecto del polo respectivo ©), 

Diremos que dos involuciones de primer rango son proyectivas 
(m, n) cuando lo sean sus figuras derivadas; en cuyo caso, á cada 
grupo de la primera corresponden m en la segunda, y á cada uno de 
ésta, n de la primera, Nótese que los órden:s de ambas involuciones 
pueden ser los mismos ó distintos. 


52 —Hemos visto (46) que si dos figuras son proyectivas (1, n) y se 
consideran en la primera como homólogos los elementos que corres- 
ponden en esta proyectividad á uno mismo de la segunda, forman 
aquéllos una involución de primer rango y orden n. La segunda figura 
es proyectiva (1, 1) con esta involución; y, por tanto, también con sus 
figuras derivadas. 

Si una involución G=[ P, P, ..... P, 1 de primer rango y orden 
n y una figura [ A ] son proyectivas (m, 1) se verifica: 

1." Haciendo corresponder á cada elemento A todos los del grupo 
homólogo, es [ P] A[4] (1, n). 2.” Considerando homólogos dos ele- 
mentos A correspondientes á un mismo grupo G, forman una involu- 
ción[C”], de primer rango y orden m. 3.” Estas dos involuciones 
[G], (G ] son proyectivas (1, 1). 

En dos involuciones de la misma base, de primer rango y órdenes 
p. y, proyectivas (m, n) hay m y + 7 p elementos que pertenecen á dos 
grupos homólogos. Pues haciendo corresponder á cada elemento de la 
primera los de los grupos homólogos en la segunda del grupo de la pri 
mera á que pertenece, y análogamente para la segunda, se tienen dos 
figuras proyectivas (m y, n p). 


(1) Este es el nombre usado por el Sr. Torroja para la involución ordinaria. 


p= 


ERE E 


HI. Correspondencia (2,1) ó cuadrática. 


53.—Discusión. En dos figuras proyectivas (2,1) los elementos de 
la segunda forman una involución de segundo orden cuando se hacen 
corresponder los homólogos de uno mismo de la primera; y esta invo- 
lución es proyectiva (1, 1) con la primera figura (52). 

Para hacer la discusión de cesta correspondencia nos fijaremos en 
figuras especiales, por ejemplo, series de segundo orden de la misma 
base q, siendo generales para dos figuras cualesquiera las propiedades 
que deduzcamos 

La primera serie es proyectiva (1,1 ) con el az de primer orden, 
perspectivo de la involución, cuyo vértice es el centro O de la misma; 

y proyectada desde un punto M de y, este haz con el primero engen- 

dra una línea de segundo orden que pasa por M y O. Si el segundo | 
punto de P situado en MO no es de coincidencia, esta línea es una có- 
nica | que corta á q en otros tres puntos, que son los de coincidencia 
de la proyectividad. 

De las posiciones que pueden ocupar estas dos líneas Y y ọ se dedu- 
cen las diversas naturalezas de la correspondencia. Desde luego 
puede afirmarse que las dos curvas tienen al menos otro punto real 
común además del M; de donde se deduce que dos figuras proyectivas 
(2, 1), de la misma base, tienen, al menos, un elemento de coinciden» 
cia real. 

1.2 Sig y Y tienen cuatro puntos reales comunes, ó bien un con- 
tacto de primer orden en M, y otros dos comunes, hay tres elementos 
de coincidencia reales y distintos. 

2.2 Si sólo tienen dos puntos reales comunes, ó bien un contacto 
de primer orden en M sin más puntos reales de intersección, hay un 
elemento de coincidencia real y dos imaginarios conjugados, 

3.0 Si tienen un doble contacto, ó bien un contacto de segundo 
orden en M, hay un elemento real de coincidencia simple y otro tam- 
bién real de coincidencia doble. 

4.% Sig y y tienen un contacto de segundo orden en un punto dis- 
tinto de M, ó uno de tercero en M, hay un elemento de coincidencia 
triple. 

En general, cada uno de estos elementos coincide con uno sólo de 
sus dos homólogos. Puede suceder, sin embargo, que un elemento 
coincida con sus dos homólogos siendo á la vez elemento de coinci- 
dencia, de bifurcación y doble. Tal sucederá cuando algún punto 
común á ọ y Y sea de coincidencia de la involución. 

Los elementos de bifurcación de la primera figura son los hom¿logos 
de los dos elementos de coincidencia de la involución; y son dos dis- 
tintos, reales ó imaginarios conjugados. 


BS 


51.—Problema: Definida una correspondencia (2,1) por cinco pares 
de elementos homólogos, hallar los elementos de bifurcación; y si son 
de la misma base, los de coincidencia. 

Reducida la cuestión á operar con series de segundo orden de la 
misma base, si A, 4; B, By; C, CoD; Ds; E, Eix son los cinco pares, 
todo se reduce á hallar el centro O de la involución, punto tal que 
O. A, B, C, D, E, R 4 B C DE. (1,1). 

Ahora bien; el lugar de los puntos O tales que O. AB. CD. RAS 
C D es la cónica í determinada por A, B, Cy D, yla tangente en A, que 
es la recta que lo une con el homólogo A' de A enla corresponden- 
cia (1, 1) definida por los tres pares B, -Bp C C; D, Ds. 

Del mismo modo, el lugar de los puntos O tales que O. A, B,C, E, 
AABCE(,1) es otra cónica 7, que pasa por A, B, C, E, y es tan- 
gente en A á la recta A A”, siendo A” el punto de y tal que A” B, C, 
E, K A BCE (1, 1). Como estas cónicas €, pasan por A, B, C, se 
deduce que, en general, hay un solo punto O que es real y cumple las 
condiciones exigidas; punto que es el cuarto común á Ç y n. Hallado 
este centro O de la involución, el resto del problema se resuelve sin 
dificultad . 

Si A, B, Cı D, fuese proyectiva (1, 1) con ABCD, yno lo fuese 
A, B, C E con A B C E la cónica í sería la misma y y el centro O el 
punto Æ; de donde se deduce que en este caso no hay involución; 
ésta degenera reduciéndose á una série proyectiva (1, 1) con A BC 
D ..... y el punto Es. Y si también fuese A, B,C,E,RABCE0(,1) 
este punto sería cualquiera de p. 

Resulta, pues, que si en dos figuras proyectivas (2, 1) hay cuatro 
elementos de la primera que forman una figura simple proyectiva (1, 1) 
con la de los homólogos en la segunda, la correspondencia se reduce á 


una lineal, 


55.—Otro procedimiento, acaso más cómodo, para resolver los pro- 
blemas que se presentan en la correspondencia (2, 1) es el siguiente: 
Sea ABC... A 41 As. Bi Ba. Ci Caco. suponiendo como antes 
series de segundo orden sobre una cónica q. 

Proyectemos desde dos puntos homólogos By B, las series A, A 
B, B, o... ABC ..... respectivamente, y se obtendrán dos haces pro- 
yectivos (1, 2) con el rayo común homólogo de sí mismo, que engen- 
drañ una cónica. En efecto, los puntos del lugar situados en una recta 
cualquiera son los puntos de coincidencia de las series secciones de 
los haces, las cuales son proyectivas (1, 2), y uno de dichos puntos es 
el de intersección con el rayo común de los haces. El lugar se com- 
pone, por consiguiente, de esta recta y le una curva de segundo or- 
den que pasa por B, siendo tangente en él á la recta B Ba Los otros 
tres puntos comunes á y y } son los de coincidencia de las series de 


a dE 


E: DAS 


segundo orden dadas, y puede hacerse una discusión de la correspon- 
dencia, análoga á la del párrafo anterior. 

Como aplicación del procedimiento, supongamos como antes defini- 
da la relación proyectiva por cinco pares de puntos homó!ogos. La 
cónica p queda definida por los puntos B, 4 B A,- B, A, C= 
BC,- B,C, D, = BD,- B, D, E = B E,— Bi, E; y por su medio 
se resuelven todos los problemas. 

Los parès A’; A's, B'i B'a, C'i Caeci de la curva y forman una 
involución cuyo centro es B,; luego hallando los segundos puntos de 
intersección con 4 de dos de las rectas B, A',, B, Ca, Bi D'i oo... y 
proyectando desde B sobre Y se tienen los puntos A, C3 D3 +.... Dos 
de estos bastan para determinar el centro O de la involución A, Ay» 
BEBA ; 6 bien uno sólo y además el B, intersección de ọ con la 
tangente en B á Ņ. 

Los puntos de bifurcación son los de intersección de ọ con las tan- 
gentes á | trazadas por B,. Si B, es interior á y, O es interior á q. 

Como los puntos de coincidencia F, G, H, son independientes del | 
par B B, elegido, resulta que todas las cónicas Y así obtenidas están 
circunscritas al triángulo F G H. Por cada punto de p pasan dos de 
estas cónicas tangentes en él á las réctas que lo unen con sus dos ho- 
mólogos en la segunda figura. 

Aplicando el procedimiento primeramente expuesto (54), las cónicas 
y forman un haz de base FG HO. 


56.—Para hallar los rayos principales (34) en dos haces de rectas de 
la misma base propia, basta obtener una serie de segundo orden en 
una circunferencia, perspectiva con aquella figura, hallando lo: pares 
de puntos homólogos que están diametralmente opuestos. Para esto, 
si 4 A, son los puntos homólogos que se han tomado para engendrar la 
curva auxiliar Y, y M, M, los puntos buscados, las rectas A My M A, 


se cortan en un punto P, y se tiene po AMA— E luego P está en 


la circunferencia cuyo centro es el polo Q de A A, respecto de y, y 
que pasa por A y Aj. 

Obsérvese que no obstante fundarse en la consideración de arcos ca- 
paces de un ángulo, es útil toda la circunferencia así descrita, y en 
cambio no lo es el arco simétrico, según se ve fijándose en una figura 
particular. Los tres puntos de intersección P,, Pa, Py, de la circunfe- 
rencia trazada con la cónica y, unidos con A y A, dan tres pares de 
puntos homólogos diametralmente opuestos. Hay, por consiguiente, 
tres pares de rayos rectangulares que pueden ser los tres reales, ó 
uno real y dos imaginarios conjugados. 

Este procedimiento, como todos los métricos, tiene el inconveniente 
de su poca generalidad por exigir fijarse en una disposición especial 


AS 


de los datos. Alguna más tiene el método seguido por el Sr, Crelier 
en su trabajo [4], donde también por consideraciones métricas demues- 
tra que los dos haces que proyectan desde A y A, los puntos P son 
iguales y acordes, siendo, por consiguiente, una circunferencia el lu- 
gar buscado. Sin embargo, nosotros, á fin de conservar el carácter 
proyectivo seguido constantemente en la Geometría de la Posición, 
analizaremos primero algunas propielades generales que pueden 
enunciarse en forma de teorema, y de las cuales es consecuencia inme- 
diata la naturaleza del lugar. 


57.—Sea M M,. N N,..... una involución de centro O sobre una 
cónica y. Los dos haces que proyectan desde dos puntos cualesquiera 
de la curva las dos series proyectivas [M] y [M,| engendran otra có- 
nica Ç que pasa por A y 4'; y como O es el centro proyectivo de aque- 
llos haces, respecto de í es el polo de A 4', 

Si Q es el polo de A A' respecto de o, las rectas que unen los pares 
de puntos H H’, obtenidos de cada par M, M, de la involución, 
(AZAM-—A'M, H' = A M, — A' M). por ser H, H' puntos diago- 
nales del cuadrilátero inscrito A 4” M M,, pasan por O. Luego H H.’ 
KK. L L...... forman otra involución sobre £, cuyo centro es Q. 

Si R, S son los juntos de coincidencia de la involución primera 
M Mis N Niros a , la curva Ķ pasa por ellos, los cuales son también 
puntos de coincidencia de la involución H H’. K K',..... Por con- 
siguiente, Q es el polo dela recta R S respecto de { . 

La curva £ queda, pues, determinada perfectamente; pasa por los 
puntos A, A', R, S; Q es el polo de RS, y O el de A 4", 

En particular, si la curva ¿ es una circunferencia y O es su centro, 
la curva Zes otra circunferencia cuyo centro es O y que pasa por 
Ay A, 


IV. Correspondencia (2, 2) ó bicuadratica. 


58.—Grupos de orden par.—Sean [4] y [B] dos figuras proyectivas 
de índices iguales á 2 y de distinta base. Al elemento Ao de Ja prime- 
ra, corresponden dos en la segunda; sea B; uno de ellos. A éste co- 
rresponde en la primera, además de Ao otro A»; á éste en la segunda, 
además del B1, otro B3; y asi sucesivamente. 

Habremos formado una sucesión de elementos de ambas figuras 
Ao Bı As Bs ..... cuyo sentido definen dos de ellos. Diremos, pues, 
que dos elementos de distinta figura son consecutivos cuando lo sean 
en esta ordenación; y dos de la misma, cuando entre ellos hay uno 


= 80 = 


sólo de la otra. Continuando así, en general no se volverá á encontrar 
ninguno de los anteriores; pero también puede suceder que se llegue 
á uno de ellos, y entonces se irán obteniendo sucesivamente todos los 
demás. 

Sea Axx el primer elemento que coincide con uno de los anterio- 
res; evidentemente no será con ninguno de los comprendidos entre 
Ao y Azk-2, puesto que si tal sucediera habría un elemento con tres 
homólogos distintos; luego sólo pueden ocurrir dos casos: que Azx Z A, 
ó A = A-2. En el primero resulta un conjunto de elementos 
Ao Bi ....- Box Ao todos distintos, cada uno de los cuales tiene 
como homólogos el anterior y el posterior. Lo llamaremos grupo com- 
pleto de orden 2k (0. 

En el segundo caso se obtiene el conjunto Ask-2 B 2-14 Azk-2, en 
el cual no subsiste la corrrespondencia circular; pues comenzando por 
ıse obtendrá una "sucesión Box-1 Azk Berta ».... en la que 
1-2 pero ya Baky es distinto de Box-1. Tales grupos que lla- 
maremos de segundo orden, están, pues, formados por un elemento 
de bifurcación y su dobie homólogo. Y como en la correspondencia 
(2, 2) hay en general cuatro elementos de bifurcación en cada figura 
(39), resultan ocho grupos de segundo orden. 

Sea Ao el elemento doble homólogo del Bı de bifurcación. Agre- 
gando al grupo Ao Br Ao cualquier número de elementos sucesivos 
del 4, y anteponiendo los mismos, resultan grupos de los tipos: 

1) Bori Ax Baxa ..... Bs do Bi Ao Bs ....- Aak Bars 

II) Aak Bara +»... B3 4o Bi Ag Bs oio Aak 
å los cuales llamaremos grupos incompletos de órdenes 4k y 4k—2 

respectivamente. 

El procedimiento para hallar los elementos dobles de cada figura, esto 
es, los grupos de segundo orden, consistía (39) en hacer corresponder 
los elementos de uno mismo de la otra; con lo cual se obtienen dos 
figuras A (2, 2) que constituyen una involución de segundo rango cu- 
yos elementos de coincidencia son los dobles buscados. 

Veamos ahora el modo de hallar los grupos de orden 2/. Para ello, 
de modo análogo, hagamos corresponder en toda fignra los elementos 
cuyos lugares en la misma difieren en % unidades; ó sea cuyos subín- 
dices se diferencian en 2h. Se obtiene asi una correspondencia (2, 2) 
en involución, la cual, ó tiene sólo cuatro elementos de coincidencia, 
ó los tiene todos, siendo idéntica. 

Supongamos hecho esto, por ejemplo, en la figura [A], y sea h=2 k—=1 
Hallando un elemento doble 4, y el grupo (II) de orden 2 h=4 k—2 
derivado de él, su último elemento A 24 es de coincidencia en dicha 


(1) Parece mejor llamarlo ciclo, ya que la correspondencia es circular; pero 
conviene rescrvar este nombre pera la involución cíclica, 
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involución. Si es h= 2 k, partiendo de un elemento A, de ramificación 
y formando el grupo incompleto 

TD) Azi+1 Bar ....- As Ba Ar Br As ..... Ági+1, 
el último A 2x +1 es de coincidencia en la misma. Y como en cada caso 
hay cuatro elementos A ó 41, que dan lugar á otros cuatro Azz ó 
As 41 se deduce que, en general, no hay en una correspondencia bi- 
cuadrática grupos completos de orden superior á dos. 

Si existe uno, la citada involución es idéntica y hay, por consiguiente, 
infinitos del mismo orden. En tal caso, todo elemento de A ó B per- 
tenece á un grupo completo de orden 2 h, Los grupos de elementos de 
cada figura que pertenecen á uno mismo, forman una involución de pri- 
mer rango y orden h. 


59,—Teorema de Weyr.—Los grupos de segundo orden, es decir, 
los elementos de bifurcación y los dobles, han sido estudiados antes 
de ahora analíticamente por Salmon, Weyr, Capelli, etc. El teorema 
fundamental llamado de Salmon, es el siguiente: 

Los cuatro elementos de bifurcación de cada figura, cuando son 
distintos forman dos cuaternas (figuras simples [37]) proyectivas (1, 1) 
de cuatro modos diferentes. 

Para demostrar esto, empleando el método constantemente seguido 
en este trabajo, formemos en la base de [B] una figura [4] A [4], (1,1); 
las dos figuras [4'], [8] son proyectivas (2, 2) si se hacen corresponder 
los homólogos de un mismo elemento de [4] Pues bien; veamos si se 
puede elegir aquella proyectividad lineal de tal modo que las dos figu- 
ras [4'], (B| estén en involución. s 

Tomemos cuatro elementos consecutivos 4A;.1 B1.2 A1.3 B 1 4 y Otros 
cuatro Ba 1, A2.2, Baz, Az a, también consecutivos. Si definimos la co- 
rrespondencia lineal entre [A y [4] por los tres pares A11 y Ara 
= Bar, Aro y Año = Be.g; A2.2 y A2.2 = Bi.o, se tiene: á los elementos 
Ba, 1. Bay considerados de la figura [B] corresponde en |A] el A2.2 y å 
éste en [4] el A's 2 = Bi.2; á los mismos considerados de la [4'] corres- 
ponde en [A] los As 1, 4 1.3 y á éstos en [B el B 1.9; luego los dos pares 
de elementos homólogos de las figuras [B] N (4 ] (2,2), B2:1 y A2.2, Bas 
y A'2.2 son conjugados, es dec'r, se corresponden doblemente, 

Al elemento B.y= AÚ.3 de la figura [4'] corresponde también en [B] 
el Bı.a además del Bı 2; pero considerado como de la [B] le correspon- 
den los A's 2 = Bio y A'2a Y Bi 4 en(47); lo cual indica que, si bien 
Ba.» y Bi.4 son homólogos, no son conjugauos. Pe o podemos, supo- 
niendo el grupo 41 1 B1.2 A1.8 Bi.a fijo, elegir el segundo grupo de tal 
modo que coincidan 4/2.4 y B1.4. Para ello, basta hacer describir 4 43.2 
la figura [4]. y Azs recorrerá la [B]; resultando así dos figuras 
[42.2] A 142.4] cuyos.índices no importa determinar; y eligiendo como 
elemento As » uno de los homólogos en esta correspondencia del B1.4 
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de la segunda figura, habremos conseguido nuestro propósito, Resul- 
ta de aquí, que sólo será real la proyectividad lineal cuando entre di- 
chos homólogos del Bı.4 haya alguno real. 

Habrá quedado, pues, una vez fijado el grupo móvil, determinada la 
relación proyectiva (2,2) entre [B] y [41] de tal modo que hay tres pa- 
res conjugados; luego (40) lo son todos los demás; esto es, forman una 
involución. 

Veamos ahora quienes son los elementos homólogos de los de bitur- 
cación de |A] en la correspondencia [A] R [4] (1,1). Sea A, uno de 
ellos, Bo,2 su doble correspondiente y A’, el homólogo en dicha proyec- 
tividad lineal; á este elemento B, = 4', considerado de la figura B co- 
rresponden en [A] dos Ay, A, cuyos homólogos en !A'] habrán de ser, en 
virtud de la correspondencia doble, uno mismo que coincide con Bo.s; 
lo cual indica que aquellos Ay Aa son uno mismo; pues en la correspon: 
dencia unívoca, 4 dos elementos distintos corresponden dos distintos 
también; y como consecuencia, B, es elemento de bifurcación de [B]. 

Resulta, pues, que los elementos de bifurcación de [A] y [B] son dos 
á dos homólogos en la correspondencia lineal, esto es, las figuras sim- 
ples que forman “on proyectivas (1,1). 

Con esto queda demostrado el teorema de Salmon, pero aun prue- 
ba más; pues observando que también son homólogos en la correspon- 
dencia (1,1) los elementos 40,2 y Bo.2 resulta este teorema de Weyr, " 
más general que el de Salmon, al cual comprende: 

Si A1, A2, As, As son los elementos de bifurcación de [A] cuyos do- 
bles homólogos en [Bl son Bo.2, B1.3 B2.4, B3.5; y Ba, By, Bs, Balos de 
bifurcación de ésta, ú los que corresponden los dobles Ao.2, Ars, Aza, 
A3.5, las dos figuras Ai Az Az As Ao.2 Ars Aza Ass y Bi Bs B3 Bı Bos 
B1.3 B2.4 B3.5 son proyectivas (1,1) de cuatro modos diferentes. 

La última parte es evidente, puesto que una figura simple es pro- 
yectiva con la que se obtiene permutando dos pares de elementos. 

De lo dicho se desprende que es condición necesaria para que sea 
real la correspondencia (1,1) establecida para la demostración del teo- 
rema, que las dos cuaternas de elementos de bifurcación tengan el 
mismo número de elementos reales. (*) 


(1) 41). Es muy interesante además de este trabajo, otro también analítico 
de A. Capelli [1]. 

G) Weyr da en su trabajo citado además de la demostración analítica otra 
gcométrica pura, considerando dos haces alabeados de la misma base y distinto 
sistema, proyectivos (2,2) que engendran una cuártica alabeada de primera es- 
pecie, cuyas propiedades supone conocidas, y por su medio deduce el teorema. 

Nosotros hemos preferido dar una demostración directa, acaso menos rigu- 
rosa, pero que se funda exclusivamente en lo expuesto hasta aquí; y más ade- 
lante, procediendo á la inversa, deduciremos las propiedades de las cuárticas. 
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Del método de obtención de los elementos dobles y de bifurcación 
se deduce que los de cada cuaterna son todos reales, ó un par real y 
otro de imaginarios conjugados, ó dos pares de imaginarios conjuga- 
dos; y del teorema de Weyr resulta que si los cuatro de una de ellas 
son distintos, también lo son los de la cuaterna análoga en la otra figura. 


60.—Discusión.—Para hacer la discusión de la correspondencia bi- 
cuadrática comenzaremos por suponer que una de las figuras tiene dos 
elementos de bifurcación confundidos; pues el caso de ser distintos, al 
cual se refiere el teorema de Weyr, está suficientemente estudiado. Si 
A, es dicho elemento y Bo el homólogo reunión de des dobles, este 
elemento es también reunión de dos de bifurcación cuyos dobles homó- 
logos se confunden con A. Para examinar los diversos casos que den- 
tro de éste pueden presentarse, tomemos dos haces proyectivos (1 . 1) 
con las figuras dadas, haciendo coincidir los citados elementos de bi- 
furcación y dobles á la vez. La figura engendrada por ambos se com- 
pone evidentemente de dicha recta doble y de una línea de segundo or- 
den que no pasa por ningún vértice, ya que la correspondencia es (2. 2) 
Los dos restantes rayos de bifurcación de cada haz son los tangentes á 
ella, que puede ocupar estas posiciones: 

1.° No ser tangente al rayo común. 

Si los vértices no son puntos conjugados respecto de la curva, cada 
haz tiene dos rayos de bifurcación distintos, reales ó imaginarios con- 
jugados, siendo los dobles homólogos también distintos y de la misma 
naturaleza que ellos. 

Si son conjugados los vértices, á cada rayo de un haz corresponden 
dos que tienen el mismo segundo homólogo. Pueden, pues, distribuirse 
los elementos en pares homólogos que forman cuadrivértices inscritos 
en la curva, siendo puntos diagonales de todos ellos los vértices de 
los haces. En cada uno hay dos rayos de bifurcación reales ó imagina- 
rios conjugados, ccn un solo doble homólogo siempre real, que es la 
polar del vértice. Las figuras admiten, por consiguiente, grupos com- 
pletos de cuarto orden, y recíprocamente, si esto sucede, los vértices 
son conjugados respecto de la curva, y los rayos de bifurcación y 
dobles son de la naturaleza dicha. 

2° Si ésta es tangente al rayo común, además del rayo de bifur- 
cación equivalente al conjunto de tres, que hay en cada haz, existe 
otro real que es la segunda tangente trazada por el vértice, y otro 
doble, también real, que proyecta el punto de contacto del rayo de 
bifurcación del otro haz. » 

Si la correspondencia (2 . 2) se descompone en dos (1 . 1), es decir, 
si la línea engendrada se compone de rectas, puede ocurrir: 

32 El punto doble está fuera del rayo común; los rayos reales que 
lo proyectan son cada uno reunión de dos de bifurcación y dos dobles. 
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4. Si el punto doble está en el rayo común, este equivale al con- 
junto de los cuatro rayos de bifurcación y de los cuatro dobles de 
cada haz. 

5.” Finalmente, si la línea se compone de una recta considerada 
como doble, la correspondencia (2.2) es una lineal doble y todos los 
elementos de las dos figuras son dobles y de bifurcación, 


61. Esta discusión puede hacerse de este otro modo: Si á los pun- 
tos de una cónica y se hacen corresponder los de contacto de las tan- 
gentes trazadas á otra 1, se tienen dos series proyectivas (2. 2), siendo 
los puntos de bifurcación de g los A, B, C, D, comunes á las dos cur- 
vas, los cuales son en Y los dobles homólogos; losde bifurcación de 4 son 
los de contacto de las tangentes comunes, y sus dobles homólogos los de 
contacto con o de estas mismas tangentes. Según la posición relativa 
de y y 4, resultarán las diversas clases de correspondencia; y, recipro- 
camente, hecha ya la discusión, vamos á deducir algunas propiedades 
notables de las cónicas. 

Si A, B, C, D, son distintos, aplicando el teorema de Weyr resulta 
este otro: las figuras simples formadas por los cuatro puntos y las cua- 
tro tangentes comunes á dos cónicas, son proyectivas si se consideran 
como pertenecientes á distinta curva (3, 

Habiendo hecho todas las hipótesis posibles en la discusión y condu- 
ciendo á resultados distintos, son ciertas las propiedades recíprocas, y 
aplicando esto á la correspondencia (2.2) citada, resultan estos dos teo- 
remas notables: 

Si dos cónicas tienen un doble contacto (caso 3.2 de la discusión), 
la tangente móvil! á una de ellas determina en la otra dos series pro- 
yectivas (1.1) con la.de los puntos de contacto, y por consiguiente, 
también lo son entre sí. Los puntos de coincidencia de estas dos series 
son los de contacto de las dos curvas, 

Si dos cónicas tienen un contacto de tercer orden (caso 4.°), las dos 
series que en una de ellas determina una tangente móvil á la otra son 
proyectivas (1.1), con un elemento doble único, que es el punto de con- 
tacto de las curvas. 


62.— Grupos de orden impar. Todo lo dicho hasta aquí subsiste en 
el caso de tener las dos figuras proyectivas (2.2) la misma base. Enton- 
ces cabe considerar además de los grupos de orden par, únicos que 
pueden existir si son de distinta base, otros de orden impar del tipo 
A, Bı A2 ..... An Beny 1 en donde Ban +1 = 4,. Sin embargo, en 
éstos, aun siendo completos no se verifica la correspondencia circular 
en re sus elementos como sucede á los de orden par, sito en el caso de 
la nvolución, único que consideraremos. 


Este teorema lo demuesta A. Capelli analíticamente en su trabajo lr), 
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Para investigar la existencia de grupos de orden cualquiera n en 
una involución de rango 2, formemos la sucesión A, A1 A2 ..... enla 
que cada elemento tiene como conjugados el que le antecede y el que 
le sigue. Si hacemos corresponder los elementos cuyos subíndices se 
diferencian en n unidades, habremos formado dos figuras [4 ¿] A 
[A y + n] (2) cuyos elementos de coincidencia son los mismos de la 
involución dada, Resulta, por consiguiente, que, en general, no hay 
grupos completos de ningún orden; pero si hay alguno, existen infini- 
tos del mismo orden que aquél. 

Si la involución es de primer rango, no hay más grupos propiamente 
tales que los de tercer orden, los cuales son los mismos grupos de la 
involución; pues si bien pueden considerarse grupos de órdenes múlti- 
plos de 3, cada uno se compone de uno de tercer orden, recorrido va- 
rias veces. Recíprocamente: si una involución de índice 2 tiene gru- 
pos completos de tercer orden, es de primer rango. 


63. Si la involución de índice 2 es una serie de segundo orden, cuya 
base es la cónica v, la curva central es otra conica Y cuyos puntos co- 
munes A, B, C, D con la y son los elementos de bifurcación. Las tan- 
gentes á L en A, B, C D, determinan en ọ los dobles homólogos AB 
C’, D' y se tiene evidentemente: A. CDB A' A B. C D BA, luego 
CDBA' RCD B A y, por tanto, C, D; A, B; A”, B*, son pares de 
elementos conjugados en una involución de segundo orden. Por análo- 
ga razón C’ D’ es otro par de la misma; y como esto puede repetirse 
si se toman como vértices Á y D, A y C, resultan las involuciones A B. 

DTI BEC DO ACB AO BED MAD BO. AUD BGC*; 

y por consiguiente los dos cuadrivértices A B C 05 4' B’ C D', tie- 
nen los mismos puntos diagonales. 

Una involución de indice 2 y segundo rango Fasia determinada por 
sus cuatro elementos de bifurcación y uno doble; pues así queda defi- 
nida la curva central Y por cuatro puntos y la tangente en uno de ellos. 

Hay dos involuciones de esta naturaleza, dados los cuatro elemen- 
tos de bifurcacion y un par de conjugados; pues hay dos cónicas que 
pasan por cuatro puntos y son tangentes á una recta dada que no pasa 
por ninguno. 

En el primer caso no hace falta, para hallar los restantes puntos do- 
bles, construir la curva 4, pues basta aplicar el teorema anterior. 

Si la involución es de primer rango, las tangentes á ọ en A’, B', C, 
D’ son tangentes también á d. 


- Poligonos de Poncelet. — Para terminar este capitulo examina- 
remos la cuestión reciproca, haciendo aplicación á una interesante teo- 
ria que de este moco resulta muy sencilla, 

Dadas dos cónicas y y 4, si se hacen corresponder los puntos de la 
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primera situados en una tangente á la segunda, se obtiene una invo- 
lución de índice 2, la cual, ó no tiene ningún grupo completo de un 
cierto orden, ó admite infinidad de ellos y cada punto de y pertenece 
á uno, 

De aqui resulta, como consecuencia inmediata, esta propiedad, cuya 
demostración de otro modo no es tan fácil. 

Dadas dos cónicas no hay, en general, ningún polígono inscrito en 
una y circunscrito a la otra; y de haber uno, existen infinitos del mis- 
mo número de lados, siendo cualquier punto de la primera conica vér 
tice de uno de ellos. 

Estos polígonos han recibido el nombre de poligonos de Poncelet 
por haber sido este eminente geómetra quien dió á conocer sus pro- 
piedades [30), p. 347. Todas las que allí expone para el triángulo y 
cuadrilátero indicando cómo podrían generalizarse por inducción, re- 
sultan de evidencia inmediata aquí después de lo expuesto. He aquí 
algunas: 

Si se hallan polígonos del mismo número de lados inscritos en ọ y 
cuyos lados, excepto uno, sean tangentes á y, el lado restante envuel- 
ve una cónica que pasa por los puntos comunes á 9 y $”, siendo por 
tando circunferencia si lo son éstas. 

Basta hacer corresponder los vértices de dicho lado, resultando una 
involución de índice 2, cuya curva central es la envolvente del mismo. 
Cuando esta curva central y conincida con y”, las dos cónicas admiti- 
rán poligonos de Poncelet de tal número de lados. 

Si este número es par, las diagonales que unen los vértices opuestos 
de cada polígono pasan por un punto. Pues dichos pares forman una 
involución de segundo orden y este punto es el centro de la misma, 

Si A, BaCi... son los puntos de contacto de los lados AB, BC, CD yu. 
las rectas A, B,, Bı Cı... son las polares de los vértices B, C, D,... 
respecto de la cónica y”, luego envuelven una cónica q que es la polar 
de ọ respecto de y”. Una cuerda común de ọ y y” esto es, un eje de 
homología, contiene una involución común de puntos conjugados; 
luego su polo respecto de p' es base de una involución de rectas con- 
jugadas respecto de Y y q. Sip yọ” son circunferencias, y se toma 
la recta del infinito como eje de homología, resulta este teorema: 

Las cuerdas de los contactos de los lados consecutivos de las lineas 

quebradas inscritas en un círculo y circunscritas á otro, envuelven una 
cónica, uno de cuyos focos es el centro del segundo círculo. 


Nota. Este teorema lo demostró M. Weill en su artículo (42), analíticamente 
junto con otras propiedades de tales líneas quebradas de las que se deducen 
las de los polígonos de Poncelet; pero limitándose al caso en que las cónicas 
ẹ y 9” son círculos, deduciendo la relación métrica que debe existir entre sus 
radios y la distancia de sus centros para la existencia de dichos polígonos. 
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Entre los trabajos que de ellos se han ocupado, citaré los que he podido con- 
sultar. Además del ya mencionado de Poncelet, el Sr. Trudi dedujo en 1863 anas 
líticamente algunas de sus propiedades. [39]. Más tarde, M. Weill publicó en el 
Journal de Liouville, el artículo citado de carácter métrico, El Sr. Trudi se ocupó 
también de ellos en 1882 en. el Rend. della R. Accad. delle “Scienze Pis. e Mat, 
di Napoli. Posteriormente, M. Halphen hizo una bella aplicación de las funcio- 
nes elípticas al caso considerado por M. Weill, la cual suele figurar en los tra- 
tados de esta teoría [20]. Con este mismo método analítico se ocupó el Profesor 
Fergola en las Mem. della Societá ital. delle Scienze (1882), á alguno de cuyos 
teoremas agregó nuevas consecuencias Padelleti en el citado Rend. della R. Ac... 
(1882). Finalmente, el Sr. Intrígila dedujo los mismos resultados de Weill y 
Halphen por consideraciones geométricas sobre el círculo de los nueve puntos. 

También han visto la luz estudios especiales sobre el cuadrilátero inscriptible 
en un círculo y circunscriptible á otro. Citaremos uno geométrico del Sr. Verce- 
llin en el Suplemento al Periód. di Mat, (1905), y otro analítico del Sr, Pesci en los 
Anales de la Fac. de Ciencias de Zaragoza (1907). 
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FIGURAS ENGENDRADAS POR DOS ELEMENTALES PROYECTIVAS 


I. Gurvas planas y haces planos y radiados. 


65. Llamamos curva geométrica ála engendrada como lugar de 
puntos, ó como envolvente de rectas, por dos haces ó series pro- 
yectivos (1), 


En el primer caso es cortada En el segundo caso, por cual- 
por una recta cualquiera real quier punto real del plano pasan 
del plano en un número fijo de tangentes en número fijo; á este 
puntos, que se llama orden de número se llama clase de la 
la curva, curva. 

Por definición, son proyectivos 
los haces que proyectan una las series secciones del haz tan- 
curva geométrica desde dos pun- gencial por dos rectas cuales- 
tos cualesquiera reales Py O del quiera reales p y q del plano (30 
«plano, i y 31). 


Cuando los haces y series sean real-proyectivos, único caso que 
consideramos, la curva geométrica, 
ó tiene infinitos puntos reales, ó j ó tiene infinitas tangentes rea- 
no tiene ninguno (2), | les, ó no tiene ninguna (2). 

En efecto: si uno de los haces generadores es de índice impar, á 
cada uno de sus rayos reales corresponde al menos un homólogo real; | 
si los dos índices son pares y 4 es un punto real, al rayo P A corres- 
ponde además del Q A al menos otro real; y como P y Q pueden ser 


G) Estas curvas son, por consiguiente, las llamadas a/gedráicas en Geometría 
Analítica, y referidas á un triángulo cualquiera de su plano, tienen ecuación alge- 
bráica en coordenadas puntuales ó tangenciales. (V. el Preliminar). 

G) En este segundo caso resultan las llamadas curvas imaginarias . 


AN Y E 


cualesquiera, resulta que toda recta real que pase por A contiene al 
menos otro punto real de la curva (, 

A estas curvas engendradas por dos haces ó series real-proyectivos, 
que tienen infinitos puntos y tangentes reales, las llamaremos curvas 


geométricas reales. 

Diremos que un punto imagi- 
nario está en una curva geomé— 
trica engendrada por haces pro- 
yectivos, si son homólogos en 
éstos los rayos imaginarios que 
pasan por él. 


Diremos que una recta imagi- 
naría es tangente á una curva 
geométrica engendrada por se- 
ries proyectivas, si son homólo- 
gos en éstaslos puntos imagina- 
rios que determina dicha recta. 


Cuando los haces ó series generadores son real-proyectivos, 


si un punto imaginario está en 
la curva, también está su conju 


* gado (33). 


si una recta imaginaria es tan- 
gente á la curva, también lo es 
su conjugada (33). 


66. Las curvas geométricas engendradas por dos series ó por dos 
haces real-proyectivos, son de la misma naturaleza. Es decir; 


las series secciones producidas 
en el haz tangencial de una cur- 
va real engendrada por dos ha- 
ces real-proyectivos, por dos 
rectas reales cualesquiera, son 
real-proyectivas, 


los haces que proyectan los pun- 
tos de una curva real engendra- 
da por dos series real-proyecti- 
vas, desde dos puntos reales 
cualesquiera, son real-proyec- 
tivos. 


Refiriéndonos á 'a proposición de la izquierda, obsérvese que los ra- 
yos de bifurcación de uno cualquiera de los haces generadores son 
las tangentes trazadas por su vértice y los proyectantes de los puntos 
dobles y de retroceso de la curva. Ahora bien; los puntos dobles ó de 
retroceso imaginarios son dos á dos conjugados; pues si A B A’ B es 
uno de ellos de base real a, y para una posición próxima de esta rec- 
ta a son Ar Bı A'ı B'i y As Ba A'a B', las representaciones de los: 
puntos imaginarios que determina en la curva, en virtud de (65) los 
conjugados definidos por 41 B', 4/1 B: y Ar B's A'a Ba pertenecen 
también á la curva; lo cual indica que el punto imaginario A B’ 4' B, 
conjugado del A B A' B' es también doble ó de retroceso. Pero ade- 
más, los rayos de bifurcación imaginarios de un haz son también dos 
á dos conjugados (39); luego, descontando los proyectantes de dichos 
puntos dobles y de retroceso, resulta que por un punto cualquiera real 
pasa siempre el mismo número de targentes reales ó imaginarias con- 
jugadas á una curva de orden m. Este número, que es la clase de la 
curva lo representaremos por n. 


(4 En cambio toda curva engendrada por dos haces proyectivos no reales, tie- 
ne un número finito de puntos reales. Su ecuación tieue coeficientes imaginarios. 


== 


67. La demostración dada en el párrafo anterior, nos permitirá ob- 
tener dos importantes relaciones entre los números característicos de 
una curva geométrica cualquiera. Son éstos el orden m, la clasen, 
el número de puntos dobles d, el de tangentes dobles D, el de puntos 
de retroceso r y el de puntos de inflexión i. 

Observando, en efecto, que si los vértices de los haces generadores 
son cualesquiera, éstos son proyectivos (m, m); que cada uno tiene 
m (m — 1) rayos de bifurcación; que en virtud de (34) cada uno de los 
que proyectan un punto doble equivale á dos; y por último, que un 
punto de retroceso puede considerarse como límite de un punto doble 
y un lazo, equivaliendo, por tanto, á tres rayos de bifurcación el que 
lo proyecta, resulta la relación 

n=m(m —I)—2d— 3r; 

y haciendo el razonamiento correlativo, 

m= n (n—I)— 2 D— 3i. 

Obsérvese, finalmente, que para la aplicación de estas fórmulas que 
forman parte de las llamadas de Plücker, hace falta tener en cuenta 
que cada punto ó tangente múltiple de orden K equivale á la reunión 

K(K—I) 


de ——y Puntos ó tangentes dobles. 


68. En la curva de orden 
m+n que engendran dos haces 
real--proyectivos (1, n) cuyo ra- 
yo común no es homólogo de sí 
mismo, son los vértices puntos 
múltiples de órdenes n, m, res- 
pectivamente. 

Las tangentes en cada uno de 
ellos son los rayos homólogos del 
común considerado como del 
otro haz. 

Reciprocamente: 
los haces que proyectan los 
puntos de una curva de orden p 
desde dos puntos de órdenes 

a, B de multiplicidad (1) son pro- 
yectivos (p — a, p — 8). 

Cuando el rayo común es ho- 

mólogo de sí mismo, el lugar se 


En la curva de clase m+n que 
engendran dos series proyecti- 
vas (m, n), cuyo punto común 
no es homólogo de sí mismo, son 
las rectas bases tangentes múl- 
tiples de órdenes n, m, respecti- 
vamente. 

Los puntos de contacto con 
cada una son los homólogos del 
común considerado de la otra 
serie. ` 


las series secciones del haz 
tangencial de una curva de cla- 
se p por dos tangentes de órde- 
nes a, 3 de multiplicidad ©, son 
proyectivos (p — a, p — b). 
Cuando el punto común es ho- 
mólogo de sí mismo, el lugar se 


(1) Para mayor brevedad de los enunciados, convendremos en decir que es 
cero el orden de multiplicidad de un punto no situado en la curva y el de una 


recta no tangente. 


4 
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compone de esta recta y una compone de este punto y una 
curva de orden m + n — 7; si es curva de clase m + n — I; si es 
múltiple, este orden disminuye. | múltiple, esta clase disminuye. 


Diremos que una curva real se descompone en otras de órdenes ó 
clases inferiores cuando la correspondencia es de las citadas en (35). 
Cuando no sucede esto diremos que es propia. 


69. Los teoremas fundamentales de esta teoría son los siguientes: 
Dos curvas ọ y Y, en el mismo plano 


de órdenes m, m' tienen m m’ de clases m, m' tienen m m tan- 
puntos comunes, distintos ó al- gentes comunes, distintas ó al- 
gunos confundidos, reales ó ima- gunas confundidas, reales ó ima- 
ginarios conjugados. ginarias conjugadas. 


Los haces (4), (a) que proyectan la curva ọ desde dos puntos exte- 
riores P, Q cualesquiera son real-proyectivos (m, m); los (a”), (a”) que 
proyectan «y desde los mismos puntos son proyectivos (m', 11") Ha- 
ciendo corresponder los rayos a, a” del haz Q homólogos de uno mis- 
mo a” del haz P, los dos haces (a) y (a°) son proyectivos (m m’, m m) 
y tienen, por consiguiente, 2mm' rayos de coincidencia que son los 
proyectantes de los puntos comunes á ọ y y, Pero al rayo P Ọ del haz 
(a) corresponde m veces el mismo en el haz (a”), y á cada uno de éstos 
en el (a) el mismo m’ veces; luego equivale á mm m’ rayos de coinci- 
dencia, y el número de puntos comunes es, por consiguiente, m m’. 

A cada par de 1ayos de coincidencia, imaginarios conjugados, de la 
correspondencia (a) R (a”) corresponde en el haz (a”)ó un mismo rayo 
real, y entonces las intersecciones son dos puntos imaginarios conju” 
gados, ó pares de imaginarios conjugados (33); y como los Comunes á 
cada uno de estos pares y á aquél son puntos imaginarios conjuga 
dos (+) queda demostrada la última parte del enunciado. 


Si un punto común es múlti- Si una tangente común es múl- 
ple de orden a en la curva ọ y tiple de orden « en y y de orden 
de orden ĝ en la Y tomándolo B en la y, tomándola como base 
como vértice de uno de los ha- de una de las series se tiene: 


ces, se tiene: 

(a) A (a) (m — a, m), (a) R (a) (mí —ß, m') de donde (a) 7 (a”) 
(m (m — a), m (m — B); y disminuyendo el número 2 m m — m'a 
— m B de rayos de coincidencia en (m'— B) (m — a), número de rayos 
á que equivale ahora el común, resultan m m’ — a f puntos comunes å 
q y Y además de P; luego de esto y lo correlativo se deduce que 


aquel punto múltiple común aquellatangente múltiple común 
equivale al conjunto de a 8 pun- equivale al conjunto de a B tan 
tos de intersección. gentes comunes. 


(y Véase la nota del número 33. 
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=B 
Si las dos curvas son tangentes, 
tomando el punto de contacto tomando la tangente como base 
como vértice de un haz y proce- de una de las series y proce- 
diendo del mismo modo, se ve diendo del mismo modo, se ve 
que equivale á dos puntos co- que equivale á dos tangentes 
munes. comunes. 


No insistiremos más, pues en cada caso es fácil reconocer á priori 
el número de puntos ó tangentes comunes á que equivale uno según | 
las particularidades que presente. 


70. Veamos ahora el número de condiciones para determinar 
correspondencias, curvas y haces; es decir, pares de elementos homó- 
logos, puntos simples y tangentes simples, respectivamente. 

El conocimiento de un punto ó tangente múltiple equivale al de 


MED puntos ó tangentes simples. 
- A r (r—I) 
Supongámoslo cierto para (r—z), es decir: que es el 


número de puntos simples á que equivale el conocimiento de un 
punto (7—1) Ple, Sean a, b los rayos de los haces generadores que 
lo proyectan;á un rayo próximo al a que gira hasta confundirse 
con a corresponden si el punto es yPle, y que se confunden con b; 
luego el número de pares de rayos homólogos que representa el 
EP LX, MAP r (r41). 

De aquí se deduce que un par de rayos homólogos de la naturaleza 
indicada en (34), es decir, que cada uno es múltiple de orden r y de 
r (r +1) 

2 
El número de condiciones que determinan una curva 


ramificación á la vez, equivale á 


pares, 


de orden p=m +n, es PET) de clase p=m + n, es! pza 


El número de pares de elementos homólogos que determinan una 
correspondencia (m, n) es mn + m+n. 

Supongámoslos ciertos para m — 1, n y generalicémoslos para m, n. 
Para esto tomemos dos haces proyectivos (m, n), de modo que dos 
rayos homólogos coincidan siendo distintos sus vértices. Ambos en- 
gendran una curva de orden m -+n —I en la que son múltiples de 
órdenes n — 1, m — I los vértices, La determinación de la correspon. 
dencia equivale á la de la curva; pues determinada ésta se pueden 
construir los homólogos de un rayo cualquiera, y viceversa. hora 
bien; en virtud del supuesto y del párrafo anterior, el número de pun- 
tos que además de los dos múltiples la determinan, es (m + n — 1) 
(m+n +2)/2— (m — 1)m|2 — (n — I) n |2 =mn + m+ n — 1; 
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luego el número de pares necesarios para'la determinación dela 
correspondencia (m, n) es ma +m +n. 

Por consiguiente, una curva de orden p = m+n còn dos puntos 
múltiples de órdenes m y 2, queda determinada por m (m +1) /2+ 
nin+1)/2 + mn +m->+0n condiciones, número igual ¿p(P+3)/2. 

Con esto se puede ya generalizar á m + I,” óám,n +71, yasisi- 
guiendo queda demostrado que el número de pares de elementos ho- 
mólogos que determinan una correspondencia (m , n) es mn +m--n 
cualquiera que sea m y n”. 

Supongamos ahora una curva geométrica cualquiera de "orden $, 
con puntos múltiples ó no, y tomemos dos puntos cualesquiera del pla- 
no como vértices de los haces generadores. Cada punto de la curva da 
un par de rayos homólogos de estos dos haces proyectivos (p,p); el 
rayo común es múltiple de orden $ de los dos haces; luego el número 
de puntos que determinan la curva es P2po(p+-1)R= 
b(p+3)/2, y el teorema queda por completo demostrado. 


71. Las curvas más sencillas de orden $, y las únicas que pueden 
construirse fácilmente por haces proyectivos de primer orden, son 
las que tienen un punto múltiple de orden p — 7. Tomando como vér- 
tices de los haces éste y otro cualquiera de ella, son proyectivos 
(1,p—1), es decir, un haz proyectivo (1, 1) con una involución de 
primer rango y orden p — 1 . 

Si tomamos estos dos haces (ó bien otros proyectivos (1.1) con 
ellos) de modo que se confundan dos rayos homólogos, engendran otra 
curva de igual naturaleza, pero de orden p — T , siendo uno de los vér- 
tices punto múltiple de orden p — 2, y el otro exterior á la curva. Si 
se toma en vez de éste un punto cualquiera de ella, ya los haces son 
proyectivos (1 , p — 2). Asi siguiendo, se llega á dos haces A (1,2) 
con el rayo común de coincidencia, que engendran una curva de se- 
gundo orden, la cual pasa por uno sólo de los vértices; y sustituyendo 
el otro por un punto de la curva, se tienen dos haces A (1,1). Por úl- 
timo, colocando estos haces de modo que coincidan dos rayos homólo- 
gos, engendran una línea recta. 

Reciprocamente, cada punto de ésta da dos rayos homólogos en los 
haces (1,1); éstos un punto de la cónica, ei cual proporciona á su 
vez un par de rayos de los haces (1,2), etc., y así se van obteniendo 
los puntos de la curva. 

El pasar en cada caso de dos haces cuyo rayo común no es homólogo 
de sí mismo á otro en que esto suceda, se consigue fácilmente sin más 
que proyectar las series secciones producidas enlos haces por dos ra- 
yos homólogos, desde dos puntos situados en línea recta con el común á 
éstos. 

Por último, después de lo dicho, se deduce fácilmente que una in- 
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volución de primer rango queda definida por dos grupos; y también se 
ve el medio de hallar los conjugados de un elemento cualquiera en 
una involución así definida. 


72. Como consecuencia importante delo que antecede, resulta 
también que el número máximo de puntos dobles y de retroceso, ó el 
de múltiples á ellos equivalentes de una curva de orden m, es (m — 1) 
(m — 2) [2. En efecto, si hubiera (m —1) (m — 2) |2 + k, por éstos y 
m — k — 2 puntos simples cualesquiera, pasa al menos una curva de 
orden m — 2, pues en total son (m — 2) (m + 1) [25 mas esta curva 
tendría comunes con la dada un número de puntos igual á 


A A k—2=m(m— 2) + k >m (m—2). | 


Se llama género de una curva al exceso del número máximo de 
puntos dobles y de retroceso que corresponde á su orden, y el de los 
que ella tiene. De esta definición y la correlativa, resulta llamando 
g y g' å estos números, que, según demostraremos en el capítulo si- 
guiente, son uno mismo: 
PMI AS 2)12-=d=5 ó bien, teniendo en cuenta las 
g' =(n—1) (n — 2) /2 D—i relaciones deducidas en (67), 
2g -2=m(m—3)-2d-2r1=n—2m4r 
2g —2 =n (n—3)—2D=2i=m—2n + i 

Las curvas citadas en el párrafo anterior son de género cero, 


II. Curvas y haces derivados. 


72. Proyectando los puntos de una curva de orden m y clase n des- 
de un punto cualquiera P, y cortando el haz tangencial por una recta q 
arbitraria, se obtiene un haz y una serie de primer orden, real-pro- 
yectivos de indices m, n si se hacen corresponder el rayo proyectante 
de un punto y el punto sección de la tangente en él. 


Dos haces de primer orden de Dos series de primer orden de 
distintos vértices P', Q’ real-pro- distintas bases q‘ p’ real proyec- 
yectivos (1.1) con las figuras P y tivas (1.1) con las figuras q y P 
q respectivamente, engendran respectivamente, engendran un 
una curva de orden m +n, en haz de orden m + n, del cual son 
la cual los vértices son puntos las dos bases rayos múltiples 
múltiples de órdenes n, m. de órdenes n, m. 


Llamaremos á esta curva y á este haz, y también á su curva en- 


ara 
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volvente, derivados de la primera curva ọ respecto del punto P y la 
recta q, y los representaremos por ọ' y D” respectivamente (0, 

Del mismo modo, estas curvas tendrán sus derivadas y”, ~”, que 
llamaremos derivadas segundas de la primera, etc. 

Mas siendo el objeto de estas curvas derivadas servir de auxiliares 
para el estudio de la curva primitiva, y bastando para ello con la en- 
gendrada de uno de los dos modos, nos referiremos en todo el capítulo 
exclusivamente á la obtenida como lugar de puntos, es decir, á y”, 

Para mejor fijar las ideas, tomaremos para haz P’ el mismo P, la 
recta q que pasa por P, y el vértice O” en dicha recta q; establecien- 
do la correspondencia (1.1) entre la serie q y el haz O' sin otra con- 
dición que la de ser homólogos el punto P y el rayo O P=q. 

Lo correlativo haremos para el naz derivado. 

Al rayo del haz Q, homólogo del punto OQ, lo llamaremos rayo 
origen. 

Si P está en la curva y q es la tangente en él, los haces generadores 
de ¿' son proyectivos (m — I , n — I) y además el rayo común es ho- 
mólogo de si mismo; luego es de orden m + n — 3 y los vértices Py Q 
son puntos múltiples de órdenes n — 2, m — 2 respectivamente. Las 
tangentes en P son las n — 2 tangentes á ọ que pasan por este punto 
además de la q. Las tangentes en Q son los rayos homólogos de los 
m — 2 puntos de intersección de ọ con q. 


74. Como base de las aplicaciones que pueden tener en Geometría 
estas curvas, haremos un estudio somero de la naturaleza de sus pun- 
tos singulares en relación con los de la curva primitiva. Todo lo que 
en estos párrafos digamos, es general cualesquiera que sean los vérti- 
ces Py Q y la correspondencia (1.1) entre q y Q. 

Cuando un punto recorre una curva en un sentido constante, el rayo 
que lo proyecta desde P y el punto de intersección de la tangente con 
q se mueven conservándose constante ó cambiando el sentido del mo- 
(1) He aquí la razón para darle el nombre empleado. Sea y = f (æ) la ecua- 
ción de la curva referida á un triángulo cuyos vértices sean P, Q y un punto O 
del llamado rayo origen; llamamos x, y á las abscisas de los rayos de los haces 
P y Q respectivamente. La ecuación de la tangente en el punto x, , Jı eSy—Y 
= f’ (x,) (x — x’) ; si Mes el punto en que corta al rayo límite P Q, la ecua” 
ción de OM es y = x . f' (xı). Llamando m al rayo del haz ( homólogo de M 
en la correspondencia (1,1) establecida, se tiene | M] A 10.4] N Lm] (1,1); y 
como á O P y O Q corresponden Ọ P y Q 0, la ecuación de proy=ctividad y á 
la vez ecuación de la curva derivada es y = 4. f” (x) . En particular, si m, es el 
rayo que se toma como unidad en el haz Q,M, su homólogo en la serie, y se toma 
como rayo unidad del haz 2 el que proyecta el punto O M, —m, la ecuación 
de la curva derivada es y = /'¡x). Lo correlativo puede establecerse para ej 
haz derivado, empleando coordenadas tangenciales, 
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vimiento al pasar aquel punto móvil por uno dado 4, según la natura- 
leza de éste y su posición respecto de Py q. 

Si convenimos en representar por los signos + y — dicho movimien- 
to, empleando el szgundo cuando el sentido es constante y el + cuan- 
do retrocede, y si además usamos la notación de Staudt para distinguir 
la naturaleza del punto y de la tangente en él, representando por — los 


elementos ordinarios y por + los de retroceso, resulta que: 


Si Pno está en la tangente a 
en el punto A, el signo que ex- 
presa el movimiento del rayo 
proyectante al pasar por A, es el 
mismo que indica la naturaleza 
de A. 

Si Pestá en a, el sentido es 
constante ó varía según que di- 
cha tangente separe ó no la 
curva, 


Si q no no pasa por el punto A, 
el signo que expresa el movi- 
miento del punto en que corta á 
q la tangente móvil al pasar por 
a, es el mismo que indica la na- 
turaleza de a. 

Si q pasa por A, el sentido es 
constante ó no, según que dicho 
punto separe ó no el haz tan- 
gencial, 


Luego six é y son los signos que representan las naturalezas del 
punto y la tangente, el que indica el movimiento del rayo P A y del 
punto q a es x y; queriendo expresar con esto que es -+ ó — según 
sean iguales ó distintos x é y. 

Examinando el movimiento del punto y de la tangente á la curva 
primitiva, se deduce la naturaleza de los elementos correspondientes 
en la derivada. Así resulta que, en general, á un punto ordinario con 
tangente ordinaria, á un punto de retroceso con tangente de retroceso 
(retroceso de segunda especie), á un punto de retroceso con tangente 
ordinaria (primera especie) ó 4 un punto ordinario con tangente de 
retroceso (inflexión), corresponden respectivamente: un punto ordina- 
rio, un punto de retroceso, un punto ordinario cuya tangente pasa por 
P, y un punto ordinario cuya tangente pasa por Q, respectivamente. 

Puesto que P y q son cualesquiera, no hay en general ningún punto 
singular cuya tangente pase por Pni que esté situado en q.; pero sí 
hay puntos ordinarios en estas condiciones. A un punto de éstos cuya 
tangente pasa por P”, corresponde en la curva derivada un punto ordi- 
nario cuya tangente pasa por P; y á un punto situado en q, un punto 
cuya tangente pasa por O”. 

Aún pudiera suceder que á todos los elementos citados correspon- 
diesen elementos singulares en posición especial. Así, recorriendo 
todos los casos considerados, puede suceder que: á un punto ordinario 
con tangente ordinaria corresponda en ọ' un punto de retroceso de 
primera especie, ó uno de inflexión cuya tangente pase por P'yQ; 
á un punto de retroceso de segunda especie, un punto orZinario con 
tangente ordinaria que pase por P' y Q’; á un punto de inflexión uno de 
retroceso de primera especie cuya tangente pase por P’; á un punto 
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de retroceso de primera especie uno de igual naturaleza cuya tangen- 
te pase por O”, 

Sin embargo, como los haces P' y Q' pueden colocarse en posición 
arbitraria de modo que la curva resultante no tenga puntos singulares 
en posiciones tan particulares, podemos prescindir de estos últimos 
casos considerando sólo los primeros. 

Falta citar aún los rayos del haz Ptales que las tangentes en dos 
de sus puntos de intersección con la curva 4 concurren en un punto 
de q. A cada uno de estos pares corresponde en ọ' un punto doble, 
y recíprocamente, 


75. Veamos ahora qué clase de puntos y tangentes pueden corres- 
ponder en la curva primitiva á los de la derivada. Habiendo hecho 
todas las hipótesis posibles, y aunque los resultados no se excluyen 
mutuamente, pues á puntos de naturalezas distintas pueden corres- 
ponder otros de la misma, son evidentemente ciertas las siguientes 
proposiciones recíprocas: 

I.—A los puntos de contacto «le ọ' con las tangentes trazadas por 
P corresponden en 4, ó puntos de contacto con las tangentes que 
pasan por P, ó puntos de retroceso de primera especie. 1, —A los 
puntos de contacto de las tangentes que pasan por O', ó puntos de 
intersección de o con q, ó puntos de inflexión. TIL.—A los puntos de 
retroceso de y” de primera ó segunda especie, corresponden en 
puntos de retroceso de segunda especie. IV.—A los puntos dobles de 
$", pares de puntos de y en línea recta con P y cuyas tangentes con- 
curren con q. 

Por consiguiente, si designamos por m, n, d, D, Y1, ra, i, el orden, 
clase, número de puntos y tangentes dobles, de retroceso de 1.* y 2.2 
especie, y de inflexión, respectivamente, de la curva 9; y por las mismas 
letras acentuadas los correspondientes de g'; y si además se tiene en 
cuenta que por cada punto múltiple de orden a de una curva de clase 
n' pasan n’ — 2 a tangentes distintas de las que tienen él mismo como 
punto de contacto, las relaciones que expresan las corresponden- 
ciasly Il son: n =32n+4+171,,1.= 3 m + 1; de donde sale rı — i = 
3 (m — n); ó bien, incluyendo en el número z los puntos de retroceso 
de segunda especie, pues son también de inflexión, 

r—i = 3 (m — n). (a). 
De esta y de las obtenidas en (72) resultan las cuatro siguientes 
fórmulas llamadas de Plücker: 
2g—2=n+r—2m=m(m— 3)—2(d+r)= 
=m+i-2n=n(n—3)—2(D+1) 
que en realidad son tres distintas; pues la que resulta de igualar segun- 


do y tercero miembro y la que se obtiene de cuarto y quinto, son una 
misma: la (a). 


A 


Empleando la curva derivada definida como envolvente del haz 
derivado, hubiéramos obtenido los mismos resultados, pues la fórmu- 
la (a) es correlativa de sí misma, 


76. Veamos ahora cuáles son los números característicos de la cur- 
va derivada, en función de los de 9. Hemos obtenido m = m + n y 
n! =3 n + r; = 3 m +- i; pero además, de la correspondencia III sale 
r‘ = fa, luego resulta 

28 —2=8 +r' -2m =n4r—2m=2g—2. 

Es decir, todas las curvas derivadas de una dada, son del mismo 
género que ésta (1), 

Aplicando las fórmulas de Pliicker å ọ' se obtiene: 

2d =(m + n) (m +n —1I)— 3 n— t — 3 Ya 
y teniendo en cuenta la correspondencia IV y-la multiplicidad de 
P' y O' resulta este teorema que creemos nuevo: el lugar de los pun- 
tos de intersección de las tangentes á una curva, cuyos puntos de con- 
tacto están en línea recta con uno dado, es mn — tja (3 n + r's + 3 r'a) 

Para las cónicas, dicho lugar es la polar del punto, 

Si tomamos como haces generadores de la curva derivada los defi- 
nidos en (73), aparecen correspondiéndose univocamente los puntos de 
o y y' situados en un mismo rayo del haz P, Para obtener la tangente 
en un punto dado de y ó para hallar éste, conocida aquélla, basta tener 
el punto correspondiente de y. Así, por ejemplo, los n puntos de con- 
tacto de las tangentes á ọ trazadas por O son los que corresponde á 
los de intersección del rayo orígen con ọ'; y hallados éstos se determi- 
nan fácilmente aquéllos (3, 

A un punto de inflexión corresponde en ọ' según (74), Ó un punto 
de retroceso de primera especie, ó el punto de contacto de una tan- 
gente trazada por Q; y si sucede lo segundo, corresponde en y”, un 
punto de intersección con el rayo origen (3). 


77. Si dos curvas e, Y son tangentes en un punto A con la tangente 
común a, las primeras curvas derivadas ¢', 4! se cortan en el punto 
A’ homólogo de A. Si siendo tangentes otro punto común viene á con- 
fundirse con A, ọ' y Y' son tangentes en A”, y por tanto p" y Y” se 
cortan en el homólogo A”. Así siguiendo, se deduce que si dos curvas 


G) Esto es también consecuencia inmediata del teorema de Riemann (87), 
puesto que los puntos de las dos curvas primitiva y derivada aparecen corres- 
pondiéndose unívocamente 

(2) Esta propiedad traducida analíticamente expresa que la condición de 
máximo ó mínimo de f (x) es f’ (x) = 0. 

(3) Por esto se anula la segunda derivada f”: (x) para los valores de » que 
corresponden á los puntos de inflexión de la curva y = f (x). 


E 


tienen un contacto de orden x en un punto A, la recta P A corta a las 
primeras, segundas, ..... n “as curvas derivadas en puntos A”, AU... 
A"); y las n — 1 primeras tienen en ellos contactos de órdenes n — I, 
n—2,...-2, I, respectivamente. 

Como aplicación sencilla de las curvas derivadas al estudio de los 
contactos, vamos á establecer la distinción entre los diversos que pue- 
den tener dos cónicas. 

Tomando los hares generadores como indicamos en (73), siendo Pel 
punte de contacto y Q uno cualquiera de la tangente común, cada 
curva derivada es una recta que no pasa por P ni Q. Ambas tienen un 
punto común que, en general, no está en q, al cual corresponden dos 
puntos en línea recta con P y cuyas tangentes concurren en un punto 
de q. Por consiguiente, si el contacto es de primer orden hay un solo 
punto de la tangente común distinto del de contacto, con la misma 
polar respecto de las dos cónicas. 

Si el contacto es de segundo orden, el punto común á las dos rectas 
está en q; luego no hay ningún punto distinto de P con la misma 
polar, 

Finalmente, si el contacto es de tercer orden, las dos rectas se con- 
funden y todos los puntos de q tienen la misma polar. 


MI. Haces y series de curvas. 


78. Hemos visto (70) que el número de puntos ó tangentes que de- 
terminan una curva geométrica de orden ó clase n respectivamente, 
pa n(n + 3) 

2 


Llamaremos haz de curvas de 
orden n al sistema simplemente 
infinito formado por todas las que 


n(n +3) 


pasan por — 7 — I puntos 


fijos que constituyen la base del 
haz ©). 


Llamaremos serie de curvas 
de clase n al sistema simple- 
mente infinito formado por toaas 


las que son tangentesá ainai 


— I rectas fijas que constituyen 
la base del haz (1. 


(1) En general, se llama sistema simple de curvas de orden ó clase x=, al con- 


n(n + 3) 


junto simplemente infinito de todas las que cumplen — 7 condiciones. 


Jonquières, á quien es debido el estudio de estas figuras, que él llamaba series, 
las definía como conjunto de curvas de orden %, tal que por cada punto pasan M 
(índice de la serie), y rese: vaba el nombre de haz para las series de índice 1 (25). 
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79. Una recta cualquiera que 
no contiene ningún punto-base, 
corta á las curvas del haz en 
grupos de puntos, «ue constitu- 
yen una involución de primer 
rango y orden n. 

Si dicha recta se mueve hasta 
pasar por un punto base A, la 
involución degenera en una de 
orden n — I y el punto aisla- 
do A. 

Doscurvas cualesquieradelhaz 
tienen comunes, además de los 
(n—I)(n—2) 


Por cualquier punto nosituado 
en ninguna recta base, pasan 
grupos de tangentes á las curvas 
de la serie, que constituyen una 
involución de primer rango y or- 
den n. 

Si dicho punto se mueve has- 
ta llegar å una recta base a, la 
involución degenera en una de 
orden n— I y elrayo aislado a, 

Dos curvas cualesquiera de 
la serie, tienen comunes, ade- 
más de las rectas bases, otras 


E! E IA Siel cen- 


puntos bases, otros 


puntos. Si la recta secante pasa 
por uno de éstos, también la in- 
volución degenera en otra de or- 
den n — 7; puesto que dos pun- 
tos de distinto grupo se han con- 
fundido en uno, con el cual se 
reunirá, por consiguiente, un 
punto de cada grupo restante. 

Resulta, pues, que todas las 
curvas del haz tienen los mis- 
mos n? puntos comunes (1), 

Si uno d2 los puntos de la base 
se sustituye por una recta que 
pasa por otro de la misma, å la 
cual han de ser tangentes todas 
las curvas del haz, 


tro de proyección está en una de 
Estas, también la involución de- 
genera en otra de orden n — 1; 
puesto que dos rayos de distinto 
grupo se han confundido en uno, 
con el cual se reune, por tanto, 
un rayo de cada grupo restante. 

Resulta, pues, que todas las 
curvas de la serie tienen las mis- 
mas n? tangentes comunes (°). 

Si una de las rectas de la base 
se sustituye por un punto de 
otra en el cual han de ser tan- 
gentes á ella todas las curvas de 
la serie, 


subsiste todo lo dicho; y lo mismo si esto se hace con varios pares. 
Estas figuras, que llamaremos también haces y series, pueden consi- 
derarse como casos límites de las primeramente definidas. 


Chasles llamaba características del sistema al número de las que pasan por 
un punto y al de las que son tangentes á una recta cualquiera; números que 
sustituyen en la determinación del sistema al orden é indice. 

Para que haya uniformidad en las denominaciones, emplearemos los nombres 
haz y serie en el sentido que lo hace el Sr. Torroja cuando el orden ó clase 
es 2 [37]. 

(1) Esta aparente anomalía de que dos curvas de orden # tengan comunes 
más puntos que los suficientes para definir una, fué descubierta por Cramer y 
Euler; suele llamarse la paradoja de Cramer [27), p. 12. 
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80. Para: hallar la "segunda 
característica de un haz, es de- 
cir, el número de curvas del 
mismo tangentes á una recta 
cualquiera, basta observar que 
los puntos de contacto con ella 
son los de coincidencia de la in” 
volución de orden » sección del 
haz; luego hay 2 (n — 1) curvas 
de un haz, tangentes á una recta 
cualquiera que no pase por nin- 
gún punto hase. 

Si pasa por uno de ellos, la 
involución es de orden n — 1, y 
hay, por tanto, 2 (n — 2) curvas 
del haz tangentes en los puntos 
de coincidencia á la recta dada, 
más otra tangente en dicho pun. 
to base, que es la correspondien- 
te al grupo de la involución á 
que pertenece. 

Si un punto base es múltiple 
de orden a de las curvas del haz, 
equivale á a* puntos de intersec- 
ción; y la base consta, además, 
de otros n? — a? puntos comunes. 

Si un punto base es simple de 
una curva, lo es en todas las 
demás. 


81. Entre las curvas del haz 
cuyos puntos bases son todos 
simples, y las tangentes en cual- 
quiera de ellos, hay una corres- 
pondencia unívoca; y también 
entre los haces de tangentes en 
dos de ellos. 


Para hallar la segunda carac- 
terística de la serie, es decir, el 
número de curvas de la misma 
que pasan por un punto cual- 
quiera, basta observar que las 
tangentes á ellas en dicho pun- 
to, son los rayos de coincidencia 
de la involución de orden n 
proyectante de la serie; luego 
hay 2 (n — 1) curvas que pasan 
por un punto cualquiera, no si- 
tuado en ninguna recta base. 

Si está en una de ellas, la in- 
volución es de orden n — I, y 
hay, por tanto, 2 (n -- 2) curvas 
de la serie tangentesá los rayos 
de coincidencia, más otra tan- 
gente á dicha recta base en el 
punto dado, que es la correspon- 
diente al grupo de la involución 
á que pertenece. 

Si una recta base es tangente 
múltiple de orden ade las curvas 
de la serie, equivale á a? tangen- 
tes comunes; y la base tiene, 
además, otras n? — a? tangentes, 

Si una recta base es tangente 
simple de una curva, lo es de to- 
das las demás. 


Entre las curvas de la serie 
cuyas rectas bases son todas 
simples, y los puntos de contac- 
to con cualquiera de éstas, hay 
una correspondencia unívoca; y 
también cntre dos cualesquiera 
de estas series. 


Diremos que el haz ó serie es proyectivo (1,1) con estas figuras ele- 
mentales, y que dos haces ó series, ó un haz y una serie son proyecti- 
vos (w , y) cuando lo son estas figuras derivadas de ellos. 

Todos los teoremas generales relativos 4 propiedades de figuras pro- 
yectivas, tales como el (37) que da el carácter progresivo de la rela- 
ción de correspondencia, subsisten para estas figuras, de-las chalés 
son casos particulares las hasta ahora estudiadas. 
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- Las involuciones secciones del 
haz por rectas que pasan ó no 
por algún punto base, son pro- 
yectivas (1, 1) entre sí y con el 
haz. 

Si un punto base es doble de 
todas las curvas del haz, los pa- 
res de tangentes en él á todas 
las curvas del haz, forman una 
involución cuadrática proyecti- 
va (1,1) con el haz. Hay, por 
consiguiente, dos curvas, en las 
cuales aquel punto es de retro- 
ceso. 

Si todas las curvas tienen en 
el punto doble una tangente co- 
mún, las otras tangentes ferman 
un haz proyectivo (1 , 1) con el 


de curvas, y hay una sola en la: 


que dicho punto es de retroceso. 


Las involuciones proyectantes 
de la serie desde puntos situa= 
dos ó no en alguna recta base, 
son proyectivas (1 , 1) entre sí y 
con la serie. 

Si una recta base es tangente 
doble de todas las curvas de la 
serie, los pares de puntos de con- 
tacto con las curvas de la serie, 
forman una involución cuadrá- 
tica proyectiva (1,1) con ella. 
Hay, por consiguiente, dos cur- 
vas de las que aquella tangente 
es de retroceso. 

Si todas las curvas tienen con 
la tangente doble un punto de 
contacto común, los otros forman 
una serie proyectiva (1 , 1) con 
la de curvas, y hay una sola en 
la que dicha tangente es de re- 
troceso. 


Propiedades análogas pueden deducirse para el caso de ser algún 
elemento múltiple de orden superior á 2. 


82. Una de las aplicaciones, acaso la más importante, de los haces 
y series de curvas, es la generación de curvas de orden ó clase su- 
perior. Se funda en los teoremas siguientes: 


Dos haces de curvas de órde- 
nes m, n, proyectivos (u. v) en- 
gendran una curva y de orden 
pny m que pasa por los 1m?-+n? 
puntos bases de los dcs haces, 
siendo los del primero múltiples 
de orden y de la curva engen- 
drada y los del segundo de or- 
den p.. 


Dos series de curvas de cla- 
ses m, n proyectivas (p, y), en- 
gendran una curva ọ de clase 
pn +y m tangente á las m? -+ n? 
rectas bases de las dos series, 
siendo las de la primera múlti- 
ples de orden y de la curva en- 
gendrada y de orden y. las de la 
segunda. 


Pues una recta cualquiera corta á los dos haces según involuciones 
de órdenes m, n proyectivas (w , y) que tienen pa + y m puntos de 
coincidencia (52); y además las tangentes en un punto base de un haz á 
las curvas del mismo homólogas de la curva del otro haz que pasa por 
él, como límites de rectas que unen este punto con los de la curva en- 
gendrada que se confunden con él, son las tangentes á la misma en 
dicho punto múltiple. 

En particular, si la correspondencia entre los haces ó series es (1, 1), 


ES 


los puntos y rectas bases son puntos y tangentes simples, respectiva- 


mente, de la curva engendrada. 


83. Silas basez de los haces 
tienen un punto A común a Ple en 
el primero y ĝ 2 en el segundo, 
las tangentes en él á las curvas 
de cada haz forman involuciones 
de órdenes a, B proyectivas (p, y) 
que tienen p $ + y a rayos de 
coincidencia. Estos son las tan- 
gentes á la curva engendrada y 
en el punto A; luego este punto 
es en ella múltiple de orden 


A 


Si las bases de las series tie- 
nen una recta a común a Pe en 
la primera y 8 2! en la segunda, 
los puntos de contacto con ella 
de las curvas de cada serie for- 
man involuciones de órdenes a, 
B proyectivas (w , y) que tienen 
B+ > a puntos de coinciden- 
cia. Estos son los de contacto de 
a con la curva engendrada y; 
luego dicha recta es tangente 
múltiple de orden p $ + y a. 


Puede suceder que la curva engendrada se descomponga en otras 
de órdenes ó clases inferiores. Así, por ejemplo, limitándonos al caso 
de la correspondencia univoca, cuando dos curvas homólogas constan 
de una misma de orden ó clase « inferior á m y n y de otras distintas 
de órdenes ó clases m — a, n — a, el lugar se compone de esa curva 
común y de otra de orden ó clase m + n — a. 

En particular, si m = n = a, es decir, si hay una curva de orden ó 
clase m que contiene todos los puntos bases, ó es tangente á todas las 
rectas bases, homóloga de sí misma, el lugar engendrado se compone 
de dicha curva y de otra del mismo orden ó clase. 


84. Los teoremas anteriores inducen á creer que, recíprocamente, 
una curva cualquiera de orden ó clase p se podrá engendrar por dos 
haces ó series proyectivos, cuyas bases habrá que determinar conve- 
nientemente. Esta propiedad en que se funda la generación de cur- 
vas geométricas, se halla demostrada para la correspondencia (1,1) por 
Chasles y Jonquiéres. En la obra de Cremona tantas veces citada se 
halla expuesto el resultado de tales trabajos. La cuestión tiene dos 
aspectos; uno, la demostración citada de que toda curva de orden $ se 
puede engendrar por dos haces proyectivos (1,1) de curvas de órde- 
nes a, p — a, de cuyas bases puede tomarse un cierto número de pun- 
tos arbitrarios de la curva, y los restantes quedan perfectamente 
determinados; otro, el problema práctico de construir una curva defini- 
da por el número de puntos suficientes, es decir, ver cuántos de éstos 
pueden tomarse para puntos bases, y cómo pueden hallarse los restan- 
tes. Esta segunda cuestión está resuelta por Jonquières, especialmente 
para las curvas de tercero y cuarto orden, en su trabajo [25]. Por esta 
causa no insistiremos más; sin embargo, aún queda mucho por hacer 
en esta importante teoría, 


Siaa 


85. Casi todos los trabajos citados tienen el inconveniente de ser 
poco prácticos á causa de su mucha generalidad, y no aparece claro en 
ellos el modo de elegir los puntos bases. Por esto nos limitaremos á un 
caso particular, el más interesante, dando una demostración que no ne- 
cesite apoyarse en los numerosos y complicados teoremas preliminares 
que exigen aquéllos. Nos bastará sentar este sencillo lema: 

Si n de los puntos comunes á dos curvas de orden n están en linea 
recta, los n (n — 1) restantes están en una curva de orden n— 1. 
Pues la curva del haz que definen, que pasa por otro punto cualquiera 
de dicha recta, se compone de ésta y de una curva de orden n — z. 

Toda curva de orden n puede ser engendrada por dos haces, uno 
de rectas y otro de curvas de orden n—7, proyectivos (1, 1), cuyas 
bases están formadas por puntos de la curva, pudiéndose elegir arbi- 
trariamente el vértice del primero y n (n—1)/2 puntos bases del 
segundo, con la única condición de no pertenecer á una curva de or- 
den n — 2. 

Sean O, P,, Pa... «Ph, (h = n (n — 1) /2) dichos puntos, y tracemos 
por O dos secantes a1, az cualesquiera que cortan á la curva en dos 
grupos de n — 7 puntos, los cuales determinan con los h elegidos dos 
curvas q1, pa de orden n — I, puesto que n — 1 + n (n — 1)|2 = (n—1) 
(n + 2)/2. Estas dos curvas definen un haz cuya base la constituyen 
aquellos h puntos y otros (n — 7) (n — 2)/2 más. Si tomamos la cur- 
va ọ, del haz, que pasa por un punto P cualquiera de la curva distinto 
de los puntos bases, trazamos la recta a, = O Py definimos la corres- 
pondencia (1,1) entre los dos haces por los pares ar q1, Aa Ga, A3 Ọs, 
ambos engendran una curva de orden n que tiene con la dada comu- 
nes: los n (n — 1)/2 puntos elegidos en ella, los 2 (n — 1) de las secan- 
tes a1, az y los puntos O y P; ó sea en total n (n + 3)/2; luego debe con- 
fundirse con ella, pues de lo contrario determinarían un haz de orden 
n de cuya base formarían parte estos puntos, y como n de ellos están 


n(n+1 
en línea recta, los zeta) restantes están en una curva de orden 
n— I que debe confundirse con q1 ó ¿a por tener común con ella 
n (n —1 n—I)(n+2 
( 3 ) +n—I= A untos, de los cuales n — 7 están en 


linea recta y los restantes no pertenecen á ninguna curva de orden 
n — 2 en virtud del supuesto. Resultaría, pues, que una de las curvas 
q1 Ó qa pasaría por P; lo cual es contrario á la hipótesis. 

En definitiva, se deduce que la curva puede engendrarse por medio 
de dichos haces, y esta generación puede hacerse de infinidad de ma- 
neras. 

De este teorema se deducen importantes consecuencias. En primer 
lugar, permite demostrar con más rigor del usado en (70) el número 
de puntos que determinan una curva geométrica. Suponiéndolo cierto 


— p = 


para los órdenes 7, 2,. . ..-, 0—1, Y establecidas, por consiguiente, la 
propiedades de los haces de curvas de estos órdenes, resulta que el 
nùmero de puntos necesario para definir la de orden » es: 
n(n— TI) n(n+ 3) 
2 
Y como es cierto para n = 1, queda demostrada su generalidad. 


+(en—I)+I= 


86. Además resulta que los oone a puntos bases que tiene 


el haz de curvas de orden n —I, además de los e tomados arbi- 


trariamente en la curva, están también en ella; y, por consiguiente, 
para determinar dicha base basta hallar una sola de las curvas $1 ó qa de 
orden m—r, tal que n— 1 de sus puntos comunes Con $ estén en línea 
recta, 

Por otra parte, como la correspondencia es (1,1) resulta este impor- 
tante teorema: Sin—1 de los puntos comunes ú una curva e de orden n 
y otra y1 de orden n — I están en línea recta, y es O el n”? punto 
en que esta recta corta á q, hay infinitas curvas de orden n — I que 
pasan por los restantes (n — 1)* puntos comunes, Y cada una corta ú 
¿ en otros n — I puntos en linea recta con O. 


87. El principio fundamental de la correspondencia entre formas de 
primera categoría expuesto en la segunda parte, es aplicable, según 
allí dijimos, á todas las figuras qne el Sr. Torroja llama elementa- 
les [37], puesto que se puede tomar una figura de primera categoría 
perspectiva con una serie ó haz de segundo orden, y en correspon: 
dencia univoca con ellos. 

Al tratar de extender dicho principio á las series y haces de orden 
cualquiera, investigamos la existencia de haces ó series de curvas 
de orden ó clase inferior en correspondencia unívoca con tales figu— 
ras, viendo que sólo es esto posible cuando el género de la curva 
base es cero. 

Supongamos, para fijar las ideas, que se trata de una serie curvilí- 
nea cuya base es de orden z, y sea d el número de sus puntos dobles 
y de retroceso. Si elegimos d— h de éstos juntamente con el número s 
de simples necesarios para completar la base de un haz de curvas 
de orden n— p, la condición impuesta se expresa por la ecuación 
2(d—h) + s =n(n—p) —1, de donde sale d — h =(n —1) (n—2)2— 
(p—1) (p—2)/2; por otra parte, ha de ser s3 0, luego (n—P) (3—P)>1. 
Esto indica que sólo puede recibir p los valores O, 7, 2 Nara n > 3 y 
los o, 7 para n Z 3; mas el valor o debe quedar excluído, puesto que, 
siendo entonces las curvas del haz de orden z, entre ellas está la dada; 
y, por tanto, todas la cortan en el mismo punto. Tomando, pues, los 


ES 


valores p = 7 , 2, como g = (n —1) (n —2)/2=d= (b—1) (p —2)/2 -h 
resulta h= o y g = 0%, 

Por consiguiente, dada una curva de género cero, hay infinitos ha- 
ces de curvas de órdenes n — 7 ó n —2 cuyas bases están formadas 
por puntos de la curva, y entre ellos todos los dobles y cuspidales de 
ésta, entre cuyas curvas y los puntos de la primera existe una corres- 
pondencia unívoca. Como consecuencia inmediata, puede aplicarse á 
las series de orden superior sobre curvas de género cero, y lo mismo á 
las figuras correlativas, la primera parte del principio fundamental de 
correspondencia. En cuanto á la segunda, ya no esde tan inmediata 
demostración, 


87 bis. Por lo expuesto puede colegirse la fecundidad del método, 
aun limitado á la correspondencia entre figuras elementales como fun- 
damento; únicas en que hemos logrado demostrar el principio de Chas- 
les, Este geómetra, como Jonquiéres, Clebsch, el mismo Salmon y mn- 
chos otros, emplearon otro principio más general relativo á la corres- 
pondencia entre series de orden superior, tomándolo como verdadero 
postulado. Otra proposición fundamental de esta teoría es el llamado 
teorema de Riemann: las curvas bases de dos series proyectivas (1.1) 
son del mismo género. 


Vota.—L a generalización del principio de Chasles, que ya indicó este geómetra 
para las curvas de género cero (C. R. LXII, 1866), fué iniciada por Cayley (On the 
correspondence of two points on a curve. Proceedings of the London math. Society. 
1, 1866.) (Second Memoir on the curves which satisfy given conditions, Philos, Tran- 
sactions of the R. Soc. London CLVIII, 1868); demostrada por Brill (Extsprechen 
von Punkts systemen auf einer Curve. Math. Ann. VI. 1873), y más geométrica- 
mente (Über die Correspondenzformel. VII, 1874.) También Lindemann por inte. 
grales abelianas, (Cr. 34. P- 301); Junker (Diss. Tübingen 1889); Schubert (Calcul 
der Anzähl. Geom. 18); Bobek (Wien. Ak. XCIII); Hurwitz (Math. Ann. XXVIII); 

` Zeuten (íd. XL) y Segre (Ann. di Mat XXII.) Acerca del teorema de Riemann 
puede verse Theorie der Abelschen Functionen, de Riemann; Nuova dimostrazione 
del teorema: due curve Punteggiate, etc. Bertini; Ann. di Mat Sulla teoria della in- 
soluzione: Tognoli. Giorn. Mat. 1882, y la obra [1] de Clebsch. (Véase la nota bi- 
bliográfica fina!). 


G) Aunque parece que aumentando la indeterminación de los haces tomando 
sólo s — 4 puntos simples yl: exteriores para base del haz se podrá extender 
esto á las curvas de género distinto, es fácil ver, haciendo esta modificación en 
las fórmulas, que resulta también 4 = 0,P=1,2;k =0yg=0. 


CUARTA PARTE 


APLICACIÓN A ALGUNOS CASOS CONCRETOS 


1.—Curvas planas y haces planos y radiados 
de tercer orden. 


88. Dos haces proyectivos Dos series proyectivas (2,2) 
(2,2) con el rayo comúnhomólogo con el punto común homólogo 
de sí mismo, engendran una cur- de si mismo, engendran una cur* 
va de tercer orden que pasa por |., va de tercera clase tangente á 
¡os dos vértices, siendo tangen- las dos rectas bases, siendo el 


te en cada uno al rayo homólogo | punto de contacto de cada una 
del común consizerado como del | el homólogo del común conside- 
otro haz. | rado de la ctra serie. 

Clasificaremos las curvas de tercer orden y las de tercera clase, se- 
gún el número y la naturaleza de sus elementos singulares, pues las 
propiedades difieren esencialmente, en los tres grupos que indican los 
siguientes cuadros deducidos de las fórmulas de Pliúcker. 


d rinjiDb i j| g D moi d | rope 
0 0 640 9 1 0 6 00.944 
1 0 4 0 3 0 1 4 DDN. 
0 1 3-0 1 0 EMR AN ES E) 


Es evidente que cualquier curva de tercer orden y tercera clase 
pertenece á uno de estos grupos, pues no puede tener ála vez dos 
puntos dobles ó de retroceso, ó | tangentes dobles ó de retroceso; 
uno de cada clase | ó una de cada clase. 

Llamaremos nodal á una curva de tercer orden del segundo grupo, y 
según que presente punto doble ó aislado, crunodal ó acnodal; á las 
Cel tercer grupo, cuspidales 


o 
A AA 


u e E, 


Todas ellas se llaman abreviadamente cúbicas; y sería de desear la 
adopción de un nombre abreviado análogo para las de tercera clase. 


89. Como al hacer aplicación del importante teorema (86) y su co- 
rrelativo se pueden tomar arbitrarios los cuatro puntos ó tangentes 
bases del haz ó serie de cónicas, sin otra condición que la de no es- 
tar tres de los primeros en línea recta ó que no pasen tres de las se- 
gundas por un punto, resultan las siguientes propiedades fundamen- 


tales: 

Todo cuadrivértice A BC D 
inscrito en una curva de tercer 
orden, es base de un haz de có- 
nicas que cortan á la curva en 
pares de puntos situados en línea 
recta con un mismo punto P de 
ella, en el cual concurren las 
rectas que unen los puntos de 
intersección con la curva de los 
pares de lados opuestos del cua- 
drivértice. 

Dicho haz de cónicas es pro- 
yectivo (1. 1) con el haz de pri- 
mer orden de vértice P que for- 
man dichas rectas, y ambos en- 
gendran la curva, que es tan- 
gente en cada punto base al rayo 
del otro haz que pasa por él. 


Todo cuadrilatero a b c d cir- 
cunscrito á una curva de tercera 
clase, es base de una serie de 
cónicas que tienen comunes con 
ella pares de tangentes que se 
cortan en puntos de una recta p 
tangente á la curva, la Cual pasa 
por los puntos de intersección de 
cada par de tangentes trazadas 
por los pares de vértices opues- 
tos del cuadrilátero. 

Dicha serie de cónicas es pro- 
yectiva (1. 1) con la serie de pri- 
mer orden de base p que forman 
dichos puntos, y ambas engen- 
dran la curva, que es tangente 
á cada recta base enel mismo 
punto que la línea de la otra se- 
rie tangente á ella. 


Si alguna de las cónicas es tangente á la curva 


de tercer orden, la tangente en 
el punto de contacto pasa por P, 
y recíprocamente; luego el nú- 
mero de cónicas tangentes á la 
curva que pasan por cuatro pun- 
tos de la misma, es igual á la cla- 
se disminuida endos unidades. (1) 


de tercera clase, el punto de con- 
tacto está en $, y reciprocamen 
te; luego el número de cónicas 
tangentes á la curva, inscritas en 
un cuadrilátero circunscrito á la 
misma, es igual al orden dismi- 
nuido en dos unidades. (1) 


Son notables estos casos particulares: 


Toda curva de segundo orden 
2 que tiene con una de tercero 7 
un contacto de segundo orden 
en uno Pde sus puntos, encuen- 


Toda curva de segunda clase 
y que tiene con una de tercera 7 
un contacto de segundo orden 
en una f de sus tangentes, tiene 


C) En el Tratado [38 del Sr. Torroja aparece erróneamente disminuido 


en tres. 


E 


tra á esta curva en otros tres 
puntos; y las rectas PA, PB, PC, 
que los unen con el de contacto 
P, vuelven á cortar á la curva 
en tres puntos A' B’ (' situados 
en línea recta; y recíprocamente 
las rectas PA”, PB”, PC' que 
unen un punto cualquiera P de 
una curva de tercer orden con 
tres colineales A‘, B‘, C’ de la 
misma, vuelven á cortarla en 
tres nuevos puntos A, B, C de 
una curva de segundo orden y 
que tiene con la curva un con: 
tacto de segundo orden en aquel 
primero P. 


90. Algunas de las propiedades 


ciarse de este modo: 

Si los seis puntos comunes á 
una cónica y una curva de ter- 
cer orden se distribuyen en tres 
pares, las rectas que determinan 
cortan en otros tres puntos en 
línea recta. 

Si A, B,C; 4, B^, C' son los 
puntos en que cortan á una cur- 
va de tercer orden dos secantes 
a, a, las rectas AA”, BB”, CC 
cortan cada una en otro tercer 
punto; y estos tres A”, B”, C*, 
están en línea recta. Si la recta 
a' se confunde con la a, y 
A', B’, C son los puntos que se 
confunden respectivamente con 
los A, B, C, resulta: 


Las tangentes á una curva de 
tercer orden en tres puntos de 
una recta a encuentran á la cur- 
va en tres puntos de otra recta 
b; y reciprocamente, si una rec- 
ta b encuentra á una curva de 
tercer orden en tres puntos 4, 


común con la curva otras tres 
tangentes; y por los puntos $ æ, 
pb, pc de intersección con la 
tangente p, pasan otras tres 
tangentes a', b’, œ ála curva, 
que concurren en un punto; y, 
reciprocamente, por los puntos 
pa, pb, pc” intersecciones 
de una tangente cualquiera p 
de una curva de tercera clase, 
con otras tres concurrentes 4', 
b', c”, pasan tres nuevas tan- 
gentes a, b, c, que lo son á una 
curva de segunda clase ọ que 
tiene con la dada un contacto de 
segundo orden en $. 


contenidas en (89) pueden enun- 


Si las seis tangentes comunes 
á una curva de tercera clase y 
una de segunda, se distribuyen 
en tres pares, porlos puntos que 
determinan pasan otras tres que 
concurren en un punto. 

Si a,b, c; a, d', c^ son las 
tangentes de una curva de terce- 
ra clase que pasan por dos pun- 
tos A, A”, por los puntos aa’, 
bb“, cc” pasan otras tangentes 
a,b, c“ que concurren en un 
punto 4”. Si el punto A” se con- 
funde con el A y a”, b’, c’ son las 
tangentes que se confunden res- 
pectivamente con las a, b, c, re- 
sulta esta otra propiedad: 


Por los puntos de contacto de 
una curva de tercera clase con 
las tres tangentes que pasan por 
un punto A, pasan otras tres 
tangentes concurrentes en otro 
punto B; y recíprocamente, si 
por un punto B pasan tres tan- 


Dn 


o A 


E A 


B, C, y por dos de ellos A y B 
se trazan las tangentes A A’ y 
B Bá la curva, distintas de las 
que les corresponden, la recta 
a = A" B que une los puntos 
de contacto, pasa por el punto C 
de contacto de una de las tan- 
gentes trazadas por el tercer 
punto C de aquellos tres. 

A la recta b la llama el Sr. To- 
rroja satélite de la a respecto de 
la curva (38). 


En la Geometría euclídea, aplicand 


gentes a, b, cá una curva de ter- 
cera clase, y en dos de ellas se 
toman los puntos aa', bb de la 
curva distintos de los de contac- 
to, el punto A = a’ b' intersec- 
ción de las dos tangentes en 
ellos, está en la recta œ tangente 
en uno de los puntos en que cor- 
ta á la curva la tangente c. 

Al punto B lo llamaremos por 
analogía punto satélite del A 
respecto de la curva. 


o el teorema de la izquierda re- 


sulta este otro: Las tres asíntotas de una cúbica plana, la cortan en tres 
puntos reales de una recta, satélite de la del infinito. 


La tangente en un punto de 
inflexión de una curva de tercer 
orden no tiene común con ella 
más puntos que el de contacto. 

Recíprocamente: si una tan- 
gente tiene esta propiedad, el 
punto de contacto es de infle- 
xión ó de retroceso. 

La recta que pasa por dos 
puntos de inflexión corta en un 
tercer punto que es también de 
inflexión; tal recta es satélite de 
si misma (Y, 


Por cada punto de retroceso 
de una curva de tercera clase no 
pasan más tangentes que la que 
tiene aquel punto de contacto, 

Recíprocamente: si un punto 
de la curva de tercera clase tie- 
ne esta propiedad, es de retro- 
ceso ó de inflexión, 

El punto común á dos tangen- 
tes en puntos de retroceso, está 
en otra tangente en un punto de 
igual clase, y tal punto de con- 
curso es satélite de sí mismo, 


Expuestas las propiedades generales para todas las curvas de tercer 
orden ó tercera clase, veamos las especiales de cada grupo. 


91. Curvas de tercer orden 
y sexta clase,—Puesto que la 
curva no tiene ningún punto do- 
ble ni de retroceso, los cuatro 
rayos de bifurcación de cada haz 
generador son las tangentes tra- 
zadas por su vértice además de 
la correspondiente en él. Como 


Curvas de tercera clase y sex- 
to orden.—Puesto que la curva 
no tiene ninguna tangente doble 
ni de retroceso, los cuatro pun- 
tos de bifurcación de cada serie 
generatriz son los de intersec- 
ción de su recta base, distintos 
del de contacto. Como conser- 


(1) Esta propiedad de estar los puntos de inflexión de una cúbica de tres en 
tres en línea recta, fué ya demostrada por Maclaurín [23], p. 223, métricamente. 
Cremona deduce ésta como todas las demás por medio de la polaridad l5], pá- 


gina 114. 
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conservando. un vértice fijo el 
otro puede ser cualquiera, en 
virtud del teorema de Weyr re- 
sulta que: las cuaternas de tan- 
gentes trazadas por un punto 
cualquiera de la curva son pro- 
yectivas, (Salmon [32], p. 157.) 


vando una base fija la. otra puede 
ser cualquiera, en-virtud del 
teorema de Weyr resulta que: 
las figuras simples formadas por 
los puntos de intersección con 
la curva de una tangente. cual- 
quiera son proyectivas. 


Llamaremos característica de la curva á la figura simple proyectiva 


con todas ellas. 


92, Una recta b que corta á 
la cúbica en tres puntos A, B y 
C, es satelite de las diez y seis 
rectas obtenidas uniendo los 
puntos Ar, Aa, As y A4 de 
contacto de las tangentes traza” 
das por el punto A, con cada uno 
de los B,, Bs, By, Bı obteni- 
dos de modo análogo con el B; 
cada una de las cuales contiene 
(90) uno de los puntos C,, Ca, 
Cs, Ca de contacto de las tan- 
gentes trazadas por C. 

Si la recta b es tangente á la 
curva en el punto Á y secante 
en otro C, los puntos B,, Bp Ba 
B, se confunden con los A,, Aj, 
As, As, y el Ci con el A; lue- 
go las rectas que unen de dos 
en dos los puntos 41, 42, Az, 
As , es decir, los lados del cua- 
drivértice completo inscrito 
Ai A, Ay A,, son las únicas saté- 
lites de la b; y como cada una 
de ellas debe pasar por uno de 
los puntos C1 , C2 , Cs , estos son 
los puntos diagonales de dicho 
cuadrivértice, 


Un punto B por el que pasan 
las tres tangentes a, b, c, á la 
curva es satélite de los diez y 
seis puntos de intersección de 
las rectas 41, a2, a3, a4 tan- 
gentes en los puntos en que cor- 
ta a á la curva, con cada una de 
las b1 , b2 , bs , bi obtenidas de 
modo análogo con la b, por cada 
uno de los cuales pasa (90) una 
de las tangentes C1 , C2 , C3, C4, 
en los puntos de intersección de 
c con la curva. 

Si el punto B es el de contac- 
to de la tangente a, y por él pa- 
sa la tangente c, Jas rectas bi, 
bə , b3, b4 se confunden con las 
dı , a2 , a3 , Q4 , y la ç, con la a; 
luego los puntos que determinan 
dos á dos las rectas 41 , 42, 43, 
a, , es decir, los vértices del 
cuadrilátero completo circuns- 
Crito a, 4 Ay 44, son los únicos 
puntos satélites del B; y como 
cada uno debe estar en una de 
las rectas C1 , Ca y C3 , éstas son 
las diagonales de dicho cuadrilá- 
tero. 


Resultan, por consiguiente, estos teoremas: 


los puntos diagonales del cuadri- 
vértice completo de los puntos 
de contacto de las cuatro tangen- 
tes trazadas por un punto de la 
curva de tercer orden y sexta 


las diagonales del cuadrilátero 
completo de las tangentes en los 
cuatro puntos que corta una tan- 
gente á una curva de tercera 
clase y sexto orden, son tangen- 


EN y 


clase, son puntos de la curva; y 
las tangentes en elos concurren 
en el punto de intersección de 
la: curva con la tangente en el 
primero (Torroja). 

Las figuras simples formadas 
por las tangentes trazadas desde 
dos puntos de una curva de ter- 
cer orden y sexta clase, son pro: 
yectivas de cuatro modos dife- 
rentes según el teorema de Sal- 
mon ó Weyr (59); luego los diez 
y seis- puntos de intersección de 
estas ocho rectas además de los 
vértices, están en cuatro cónicas 
que pasan por dichos vértices. 

Y como las rectas que proyec- 
tan desde cada vértice los pun= 
tos de contacto de las cuatro 
tangentes trazadas por el otro 
son los rayos dobles de aquel 
haz, en virtud del mismo teore- 
ma se deduce que también los 
diez y seis puntos que determi- 
nan las ocho rectas así obteni- 
das están en cuatro cónicas, que 
también pasan por los vértices. 
(Cremona.) 


93. Los nueve puntos de in- 
flexión de una curva de tercer 
orden del primer grupo, es de- 
cir, sin punto dotle, aislado ni 
de retroceso, en virtud de (90) 

e, E ; 
están en —;— = 12 rectas, cada 
una de las cuales contiene tres, 


siendo cada uno común á cuatro 
de-estas rectas. 


Indicando con 7, 2....., 9 los 


“tes ála curva; y sus puntos de 


contacto están en la recta tan- 
gente trazada desde el punto de 
contacto de la primera. 

Las figuras simples formadas 
por los puntos de intersección 
de una curva de tercera clase y 
sexto orden con dos secantes, 
son proyectivas de cuatro modos 
diferentes en virtud del teorema 
(59); de donde resulta que lasdiez 
y seis rectas que determinan es- 
tos ocho puntos además de las 
secantes, son tangentes á cuatro 
cónicas que también lo son á di- 
chas secantes 

Y como los puntos en que 
corta cada recta base á las tan- 
gentes en los cuatro puntos de 
intersección de la otra con la 
curva son los puntos dobles de 
aquella serie, en virtud del mis- 
mo teorema se deduce que tam- 
bién las diez y seis rectas que 
determinan los ocho puntos así 
obtenidos son tangentes á cua- 
tro cónicas, que también lo son 
á las rectas bases. 


Las tangentes en los nueve 
puntos de retroceso de primera 
especie de una curva de tercera 
clase del primer grupo, es decir, 
sin tangente doble ni de retro 
ceso, en virtud de (90) pasan 


3 
uno pasan tres y en cada una de 
éstas hay cuatro puntos. 


= 12 puntos; por cada 


por 


puntos de inflexión ó las tangentes 


en los puntos de retroceso, pueden distribuirse así: 

123, 148, 157, 169; 456, 259, 268, 358; 789, 367, 349,247; 
donde en cada grupo figuran los tres puntos de una misma recta ó las 
tres tangentes que pasan por un punto; y se observa que hay cuatro 


grupos de tres 


2 


rectas tales que contienen los 
nueve puntos. 


puntos por los cuales pasan las 
nueve rectas. 


Las curvas que tienen los mismos puntos de inflexión se llaman sizi- 
gélicas y tienen propiedades muy notables, magistralmente expuestas 
en la obra de Cremona tantas veces citada, pág. 115. 


94. Curvas de tercer orden y 
cuarta clase.—Dos haces pro- 
yectivos (2 , 1) de vértices P, Q 
engendran una curva de tercer 
orden que pasa por ambos, sien- 
do el segundo punto doble, ais- 
lado ó de retroceso, según que 
los rayos homólogos del común 
á los dos haces sean reales y 
distintos, imaginarios conjuga- 
dos, ó uno doble. 

Empezaremos por los dos primer 


Curvas de tercera clase y 
cuarto orden,—Dos series pro- 
yectivas (2 , 1) de bases p q en- 
gendran una curva de tercera 
clase tangente á ambas, siendo 
la segunda tangente doble con 
puntos de contacto reales y dis- 
tintos ó imaginarios conjugados, 
ó uno doble, según lo sean los 
puntos homólogos del común á 
las dos series. 


os casos, es decir, por las curvas 


de tercer orden sin punto de retroceso y las de tercera clase sin tan- 


gente de retroceso. 

Los dos rayos de bifurcación 
del primer haz son las tangentes 
trazadas por P. 

Toda recta que corta á la cur- 
va en tres puntos A, B, C, es 
satélite de cuatro rectas, cada 
una de las cuales contiene tres 
de los puntos de contacto de las 
seis tangentes trazadas por A, 
B, C (uno de cada una). Estos 
seis puntos 41 42; 131 Ba; Ci Ca, 
son vértices del cuadrilátero 
completo formado por las cuatro 
rectas que tienen aquélla como 
satélite, 

Si la recta es tangente en A y 
secante en C, Bı y Ba se confun- 
den con Ar y A2 , Ca con A; lue- 
go es satélite de una sola recta 
que pasa por Ci, 41 y As, puntos 
de contacto de la segunda tan- 
gente trazada por C, y de las 
dos tangentes que pasan por A, 


La única recta satélite de sí 


Los dos puntos de bifurca- 
ción de la primera serie son los 
de contacto con p. 

Todo punto por el que pasan 
tres tangentes a, b, c á la curva, 
es satélite de cuatro puntos, 
cada uno de los cuales está en 
tres de las tangentes en los seis 
puntos de intersección de a, b, c 
con la curva (uno de cada una). 
Estas seis rectas as 43; bı b2; 
cı C2, son lados del cuadrivérti- 
ce completo formado por los 
cuatro puntos que tienen aquél 
como satélite. 

Si el punto está en la curva 
siendo a su tangente y cla otra 
que pasa por él, bı y bz se con- 
funden con a; y a2 ; ca con a;lue” 
go es satélite de un solo punto 
situado en c1 , 41 y a», tangentes 
en el restante punto de interses- 
ción de c y en los de a. 

El único punto satélite de sí 
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misma es la que contiene los mismo es el común á las tangen- 

tres puntos de inflexión. tes en los tres puntos de retro- 
ceso. 

95. Curvas de tercer orden y tercera clase. 

Cuando al rayo P Q corres- Cuando al punto pq corres- 
ponde uno de los de coincidencia ponde uno de los de coinciden- 
de la involución de vértice O, cia de la involución de base q, 
este punto es cuspidal. Uno de esta es tangente de retroceso. 
los rayos de bifurcación del haz Uno delos puntos de bifurcación 
Pes PQ; el otro esla única tan- de la serie p es el p q; el otro es el 
gente que se puede trazar por P. punto en que corta p á la curva. 

La curva tiene un solo punto Esta tiene un solo punto de 
de inflexión; y cuando éste se retroceso; y cuando su tangente 
toma como vértice P, dicho rayo se toma como base p, dicho pun- 
se confunde con la tangente en to de bifurcación se confunde 
él. El rayo Q P es el segundo de con él, El qp es el segundo de 
coincidencia de la involución. | coincidencia de la involución. 


Como en éstas dos pares conjugados cualesquiera no están separa- 
dos, se deduce que esta tangente de retroceso corresponde á un punto 
de inflexión, y que el punto de retroceso es de primera especie, con- 
secuencias ambas fáciles de ver a priori. 

Respecto de una cúbica cuspidal, á cada recta ó punto corresponde 
una sola recta ó punto satélite; y recíprocamente, cada recta ó punto 
es satélite de una sola recta ó punto. 


IL Curvas alabeadas sobre las cuádricas, y superfi- 
cies desarrollables circunscritas. 


96. Dos haces alabeados de segundo orden, proyectivos en la mis- 
ma cuádrica D, pero de distinto sistema, engendran una 


curva cuyos puntos de intersec- desarrollable, cuyos planos tan- 
ción con un plano cualquiera son gentes que pasan por un punto 
los de coincidencia de las dos cualquiera son los de coinciden- 
series proyectivas, secciones de cia de los dos haces de planos 
los haces alabeados generado- proyectivos proyectantes de los 
res. generadores. 
Por consiguiente, si los haces alabeados son proyectivos (m, n) esta 
curva es de orden m +n. | desarrollable es de clase m + n. 
Recíprocamente: 
toda curva alabeada situadaen | toda desarrollable circunscrita á 


"Yi; = 


una cuádrica reglada, obtenida 
como intersección con otra su- 
perficie geométrica, puede en- 
gendrarse por dos haces alabea- 
dos de segundo orden de la mis- 
ma base y distinto sistema, pro- 
yectivos. 

Si la curva es la intersección 
total con una superficie de orden 
pp, cualquier generatriz rectilínea 
de la cuádrica la corta en los p 
puntos de intersección con esta 
superficie; y le corresponden, por 
tanto, p rayos del otro haz ala- 
beado generador, 

Los dos haces alabeados son, 
pues, proyectivos (p. p). 

Si la intersección se compone 
de varias generatrices rectilí- 
neas, h del primer sistema y k 
del segundo, y además de una 
curva, ésta puede engendrarse 
por dos haces alabeados proyec- 
tivos (fp — k, p — h); pues cada 
rayo del primer sistema corta á 
la curva propiamente tal en p<—- k 
puntos, y cada uno del segundo 
haz en p — h puntos. 


97. Pueden clasificarse las 
curvas de orden m situadas so- 
bre una cuádrica reglada, 


una cuádrica alabeada, y á otra 
radiación de planos geométrica, 
puede engendrarse por dos ha- 
ces alubeados de segundo orden 
de la misma base y distinto sis- 
tema, proyectivos. 


Si la desarrollable es la cir- 
cunscrita total á la cuádrica y á 
una superficie de clase p, por 
cualquier generatriz rectilineade 
la primera pasan p planostangen- 
tes á esta superficie; y le corres- 
ponden, por tanto, p rayos del 
otro haz alabeado generador. 

Los dos así obtenidos, son, 
pues, proyectivos (p. p). 

Sila desarrollable circunscrita 
común se compone de varios ha- 
ces de primer orden cuyas aris- 
tas son h generatrices del pri- 
mer sistema y k del segundo, y 
de una desarrollable curva, ésta 
puede engendrarse por dos ha- 
ces proyectivos (p — k, p — h); 
pues por cada rayo del primero 
pasan p — k planos tangentes y 
por cada uno del segundo p — h. 


desarrollables de clase m cir- 
cunscritasáunacuádricareglada, 


según que los índices de los haces proyectivos generadores sean 
1,M— 1,2, M— 23, M— 3; e... En F especies si m es par yen 


2 Pe 
22 si es impar, 
Para m = 2, resultan 


orden 


las superficies cónicas de segun 
da clase 


las curvas planas de segundo | 


cuya única especie ha sido ya estudiada con gran detenimiento en to- 
dos los tratados de Geometria. 

Fara m = 3, hay una sola especie 
de curvas alabeadas de tercer de superficies desarrollables de 
orden | tercera clase 
también bastante estudiadas por otros medios, si bien $us propiedades 


A 0 = 


resultan de modo mucho más sencillo aplicando el método aqui se= 
guido. 

Para m = 4, resultan dos especies distintas de 
cuárticas ó líneas alabeadas de |. superficies desarrollables de 
cuarto orden, | cuarta clase, 
de las cuales la primera es bien conocida, estudiándose de -ordinario 
sus propiedades considerándolas como bases de haces ó series de cuá- 
dricas, respectivamente. 

Pero de las curvas y desarrollables de la segunda especie (Y no hay 
(al menos no lo hemos encontrado) un estudio sistemático geométrico 
puro, sino propiedades aisladas, obtenidas de diversos modos, que no 
forman un conjunto armónico. 


98. Cuárticas y desarrollables de primera especie.—Prescindien- 
do de los primeros grupos de cuárticas y desarrollables de cuarta clase 
y primera especie en que clasifica Staudt estas figuras, y limitándonos 
á estudiar las situadas en una cuádrica no cónica, resultan estos diver- 
SOS CASOS: 

Si los dos haces (2 . 2) generadores de la 


curva tienen cada uno un rayo 
aislado (34), aquélla se compone 
de estasdos rectasque se cortan, 
y de una curva de segundo orden 
que corta á las dos; y según que 
pase por el punto común á aqué- 
llas ó no, resultan los grupos 
12 y 13° de Staudt. 


desarrollable tiene cada uno un 
rayo aislado (34), aquélla se com- 
pone de dichas rectas coplana- 
rias, y de un cono de segundo 
orden tangente á las dos; y se- 
gún que lo sea al plano que de- 
terminan ó no, resultan los gru- 
pos 12° y 13° de Staudt. 


Si la correspondencia (2 . 2) se descompone en dos (1.1) 


la curva se descompone en dos 
curvasde segundo orden que tie- 
nen dos puntos comunes (grupo 
15°) ó son tangentes en un pun- 
to (169). 


la desarrollable se descompone 
en dos conos de segundo orden 
que tienen dos planos tangentes 
comunes (15°) ó son tangentes á 
lo largo de una generatriz (16*). 


Si dichas dos correspondencias (1.1) son una misma doble, 


(1) La existencia de las cuárticas alabeadas de segunda especie fué descu- 
bierta por Salmon y Cayley (l32], p. 104) y han sido estudiadas posteriormente 
por Cremona (An. Tort. IV. 1870), [6], y por Bertini (Ist.? Lomb.” 1872). En èl 
Rep. de Mat. de Pascal [29] pueden verse más citas bibliográficas acerca del mis- 
mo tema. En los Anales de la Facultad de Ciencias de Zaragoza (núm. 9), se 
publicó una nota del que esto suscribe, acerca de estas curvas engendradas por 
dos haces de rectas y planos proyectivos (1. 1). En otra nota presentada al Con? 
greso de Valencia, hacemos el estudio simultáneo y correlativo de las cuárticas 
de primera y segunda especie; en ella pueden verse más propiedades. 


¡a cuártica es una curva de se- 
gundo orden doble (17°). 


Ue 


la desarrollable es un cono de 
segundo orden doble (170). 


Si uno de los haces alabeados generadores tiene un rayo aislado, la 
correspondencia (2. 2) se reduce á (1.2) y la 


curva se compone de aquel rayo 
y de una curva alabeada de ter- 
cer orden (189). 

Si la cúbica es tangente á di- 
cho rayo, resulta el grupo 19°, 


desarrollable se compone de 
aquella recta y una desarrolla- 
ble no cónica de tercera clase. 
Si esta superficie contiene á 
dicho rayo, resulta el grupo 19°. 


Finalmente, cuando la curva y la desarrollable no se descompongan 
en otras de orden inferior, es decir, cuando la correspondencia (2.2) sea 
propiamente tal, puede suceder que los rayos de bifurcación no se co- 


rrespondan, en cuyo caso 
la curva no tiene punto doble 
(209), 


la desarrollable no tiene plano 
tangente doble (20°), 


ó que haya dos homólogos, y entonces 


la curva tiene un punto doble 
(21%) con tangentes distintas, ó 
confundidas (22°) 


la desarrollable tiene un plano 
tangente doble con generatrices 
distintas (21°)ó confundidas (22°). 


99. Nos limitaremos á demostrar algunas propiedades de las 


curvas comprendidas en los tres 
últimos grupos que son las cuár- 
ticas propiamente tales. 

Cada generatriz de la cuádri- 
ca base corta á la curva en dos 
puntos; ésta no admite ninguna 
trisecante, pues habría de ser 
generatriz de la cuádrica, y és- | 


tas no cortan más que en dos. | 


desarrollables propiamente tales 
comprendidas en los tres últimos 
grupos. 

Por cada generatriz de la cuá- 
drica base pasan dos planos tan- 
gentes, y no hay ninguna recta 
pur laque pasen tres, pues habría 
de ser generatriz de la cuádrica, 
y por éstas no pasan más que dos. 


Este es el carácter distintivo de las de segunda especie. 


100. Sila curva no tiene pun- 
to doble, es decir, si los haces 
proyectivos (2, 2) pertenecen al 
primer grupo de la clasificación 
número (69), los rayos de bifur- 
cación de cada haz son tangentes 
á ella. 


Si la desarrollable no tiene 
plano tangente doble, es decir, 
silos haces proyectivos (2,2) per- 
tenecen al primer grupo de la 
clasificación (60) los rayos de bi. 
furcación de cada haz son gene- 
ratrices de la desarrollable. 


Aplicando el teorema de Weyr, resulta, por consiguiente, 


que hay cuatro generatrices de 
cada sistema de ® tangentes á la 
curva, 


que hay cuatro generatrices de 
cada sistema de ® que lo son de 
la desarrollable. 


Las figuras simples formadas por las cuatro de cada sistema son 


proyectivas; y también lo son 


=7 


las de los otros que pasan por los 
puntos de contacto; 


A 


D 


las de los otros situadas en los 
planos tangentes; 


pues éstos son los rayos dobles homólogos de aquéllos que son los de 


bifurcación. 

Cada dos tangentes á la curva, 
de distinto sistema de 0, deter- 
minan un plano bitangerte á la 
cuártica. Hay, por tanto, 16 pla- 
nos tangentes á la cuádrica, que 
son doblemente tangentes á la 
curva, los cuales pasan de cua- 
tro en cuatro por una recta, for- 
mando ocho figuras simples, to- 
das proyectivas. 


101. Siendo proyectivas las figu. 
rayos de cada haz que son 
tangentes á la curva, de cuatro 
modos diferentes (59), los cua- 
tro puntos que determinan los 
homólogos están en un plano 
que es el central proyectivo; y 
los planos que determinan pasan 
por un punto que es el centro 


Cada dos generatrices de la 
desarrollable, de distinto sistema 
de d, determinan un punto doble 
de la desarrollable. Hay, por tan- 
to, 16 puntos de la cuádrica que 
son dobles de la desarrollable, 
los cuales de cuatro en cuatro 
están en línea recta, formando 
ocho figuras simples, todas pro- 
yectivas. 


ras simples formadas por los cuatro 


generatrices de la desarrollable, 
de cuatro modos diferentes, los 
cuatro planos que determinan 
los homólogos pasan por un pun- 
to que es el centro proyectivo, 
y los puntos que determinan es- 
tán en un plano, que es el cen- 


proyectivo. 


tral proyectivo. 


Sean, para fijar las ideas, a b c d, m n p q los dos grupos de bifurca- 
ción, siendo vı, P, dichos plano y centro proyectivo; es decir: 
rn¡=am—bn—cp—dq, y P1=am—bn—cp—dq. Para otra 
de las cuatro correspondencias, la a b c d A nm q p, por ejemplo, suce- 
derá lo propio, siendo ra= an—bm—cq—dp y Pa=an—bm— 
cq— dp; por consiguiente, las rectas intersecciones de los planos a n 
y bm, c q y dp, pasan por Pa; y como también están en m y lo mismo 
puede repetirse para P} y P, centros proyectivos de las corresponden- 
ciasabcd A fpqmn y abcd A qpnm, resulta que cada uno de dichos 
cuatro puntos P, Pa P Ps está en los planos polares de los otros tres; 
es decir, estos puntos y planos son vértices y caras de un tetraedro 
polar respecto de la cuádrica b. Se dice que este tetraedro es polar 
respecto de la cuártica y de la superficie desarrollable de cuarta clase, 


Sean m1, as las generatrices 
del otro sistema que pasan por 
los puntos de contacto M, A con 
la curva, de las tangentes m, a 
de distinto sistema. Por el teo- 
rema de Weyr, será a mon pq 


Sean mı, a1 las generatrices 
del otro sistema situadas en los 
planos M, A tangentes á la des- 
arrollable en las generatrices m, 
a de distinto sistema, Por el teo- 
rema de Weyr, será a mn pq 


R m a bed, luego la recta de- 
terminada por los puntos m, “41, 
m a que es la polar de M A res- 
pecto de b, está en el plano cen- 
tral proyectivo de esta corres- 
pondencia; es decir, en una de 
las caras del tetraedro polar, y 
por consiguiente, la recta M A 
pasa por uno de sus vértices. 


102. Consideremos el haz de 
planos cuya arista a es una cuer- 
da A B de la curva, ó bien una 
tangente, Haciendo correspon- 
der á cada plano del haz los dos 
rayos de unode los haces alabea- 
dos que pasan por los puntos en 
que corta á la curva además de 
los A y B, los dss haces son 
proyectivos (2. 2). 


= YB-= 


A Mm abc d, luego la recta de- 
terminada por los planos m, a 
y m a, que esla polar de M A 
respecto de b, pasa por el cen- 
tro proyectivo de esta corres- 
pondencia; es decir, por uno de 
de los dos vértices del tetraedro 
polar, y por consiguiente, la rec: 
ta M A está en una de sus caras. 


Consideremos la serie cuya 
base a es una tangente doble AB 
de la desarrollable, ó bien una 
generatriz. Haciendo correspon: 
der á cada punto de la serie los 
rayos de uno de los haces situa- 
dos en los planos tangentes á la 
desarrollable que pasan por él, 
distintos de los A y B, la serie y 
el haz son proyectivos (2.2). 


Pues, para la izquierda, basta observar que á cada rayo del haz ala- 
beado corresponden los dos planos que proyectan desde a los dos pun- 


tos en que corta á la curva. 

Si la cuerda es generatrizde b, 
para uno de los haces alabeados, 
la correspondencia es (1. 1). 

Los elementos de biturcación 
en el haz de planos son las tan- 
gentes trazadas por a, puesto 
que'la curva no tiene punto do- 
ble; y en el haz alabeado las 
tangentes á la curva, luego: 

Por cada cuerda de una cuár- 
tica de primera especie pasan 
cuatro planos tangentes á la mis- 
ma que forman una figura simple 
proyectiva con Ja formada por 
los cuatro rayos de cada haz tan- 
gentes á la curva. Y como esto 
es independiente de la cuerda 
que se elija, se deduce que las 
cuaternas de planos tangentes 
trazados por las diversas cuerdas 
son proyectivas. ; 


g 


Sila tangente doble es genera- 
triz de b, para uno de los haces, 
la correspondendencia es (1 . 1). 

Los elementos de bifurcación 
en la serie son los puntos de 
contacto de a, puesto que la des- 
arrollable no tiene plano doble; y 
en el haz alabeado los rayos que 
son generatrices de ella, luego: 

En cada tangente doble de 
una desarrollable de cuarta clase 
y primera especie, hay cuatro 
puntos de la superficie, que for- 
man una figura simple proyecti- 
va con la de los cuatro rayos de 
cada haz, generatrices de la 
desarrollable. Y como esto es in- 
dependiente de la tangente do- 
ble que se elija, se deduce que 
las cuaternas secciones de la 
superficie por las diversás tan= 


=D 


Los cuatro puntos de contacto 
de cada cuaterna, diremos con 
Pascal [29], que forman una cua- 
terna de puntos de la curva. 


gentes dobles son proyectivas. 
Los cuatro planos tangentes en 
los puntos de cada cuaterna, di- 
remos que forman una cu aterna 
de planos de la desarrollable, 


ʻA la figura simple proyectiva en todas éstas la llamaremos caracte- 
ristica de la curva de cuarto orden, ó de la desarrollable de cuarta cla- 
se y primera especie, respectivamente. 


103.. Una cuártica de primera 
especie queda determinada, en 
general, por ocho puntos cuales- 
quiera. 


Una desarrollable de primera 
especie queda determinada, en 


„general, por ocho planos cuales- 


quiera. 


Pues haciendo pasar por aquéllos una cuádrica, los ocho pares de ge- 
neratrices que se cortan en ellos definen, en general, una sola corres- 
pondencia (2.2) entre dos haces que enzendran una cuártica de prime- 
ra especie que pasa por ellos; y ésta es independiente de la cuádrica 
elegida; pués tomando otra, corta á la primera en una cuártica tam- 
bién de primera especie, y sus haces generadores tienen comunes con 
aquéllos ocho pares homólogos. 


10.1, Consideremos ahora dos 
cuárticas de primera especie en- 
gendradas por los pares de haces 
lal, [b]; [a], ic], de la misma Por los pares de haces [a], |b}; 
base. | [a], [c], de la misma base. 

Relacionando los haces [b] y [c], considerando como homólogos los 
rayos que corresponden á uno mismo del [a]. será |b} K [c] (4,4), y para 
hallar los 
puntos comunes å las dos curvas, | 
basta tener los rayos de coinci- ta tener los rayos de coinciden- 
dencia de estos haces cia de estos haces, 

Por consiguiente, las dos curvas tienen ocho puntos comunes, y las 
desarrollables ocho planos tangentes. 

Por los ocho puntos comunes á 


desarrollables de cuarta clase y 
primera especie, engendradas 


planos tangentes comunes, bas- 


Hay infinitas desarrollables de 


las dos curvas pasan infinitas 
cuárticas de primera especie, 
que pueden determinarse como 
intersección de P con las cuá- 
dricas que pasan por dichos pun- 
tos y uno cualquiera de ® no si- 
tuado en las dos primeras curvas. 


cuarta clase y primera especie 
tangentes á estos ocho planos, y 
pueden determinarse por la b y 
cada una delas cuádricas que son 
tangentes á dichos planos, más 
uno cualquiera tangente á b y no 
á las dos desarrollables dadas. 


Aquellos ocho puntos y estos ocho planos se llaman asociados res. 
pecto de las curvas ó desarroll«bles respectivas. 


105. Si hacemos corresponder 
proyectivos (2 . 2) 
la otra- generatriz que contiene 
el plano proyectante desde un 
punto P no situado en %, resul- 
tan dos haces [a] y [b] evidente- 
mente proyectivos (2.2), y tales 
que el [a') es del mismo sistema 
que el [b] y el [b'] que el (a); 
luego engendran una cuártica 
también de primera especie. 

Ambas curvas tienen, pues, 
ocho puntos comunes (104). 


ABD > 


á cada rayo de los haces [a] y [b] 


la otra generatriz que pasa por 
el punto de intersección con un 
plano Pnotangente á Q, resultan 
dos haces [a] y [b] evidentemen- 
| te proyectivos (2.2) y tales que 
| el [a] es del mismo sistema que 
el [b] y el [0] que el (a); luego 
engendran una desarrollable de 
cuarta clase y primera especie. 

Ambas desarrollables tienen, 
pues, ocho planos comunes (104). 


Ahora bien; de esos ocho puntos cuatro son los de la primera curva, 
situados en el contorno aparente desde P, es decir, en el plano polar de 
P, por los cuales pasa evidentemente la segunda; los otros cuatro son 
tales, que las rectas que los proyectan desde P vuelven á cortar å la 
primera cuártica, es decir, son generatrices dobles del cono proyec- 
tante; y como aquellos cuatro puntos de intersección de las cuárticas 
están de dos en dos en línea recta con P, se Geduce que dicho cono 
tiene dos generatrices dobles, que son las cuerdas de la curva que 
pasan por P. 

Y como correlativamente resulta que en cada plano P hay dos tan- 
gentes dobles de la desarrollable, y por cada punto pasan seis que son 
las rectas diagonales del tetraedro radiado que forman los cuatro pla- 
nos tangentes que pasan por él, resulta que 


las cuerdas y las tangentes de 
la curva forman una congruen. 
cia de segundo orden y sexta 


las tangentes dobles y las gene- 
ratrices de la desarrollable for- 
man una congruencia de segun- 


clase, da clase y sexto orden. 


A los puntos de la curva que están en línea recta con P los llama 
Salmon dobles aparentes. Las cuárticas de primera especie tienen, 
por consiguiente, dos puntos dobles aparentes desde cualquier punto; 
pues si está en Q, las dos rectas doblemente proyectantes que pasan 


por él son las dos generatrices, 


106. Si Pes uno de los pun- 
tos P,, Pa, Pa, P, vértices del 
tetraedro polar, la cuártica dada 
y la obtenida del modo indicado 
en (105) tienen ocho puntos co- 
munes y las tangentes en ellos; 
luego coinciden. 
Por consiguiente; 


Si P es uno de los planos «x; 
Tia, Try, T4, Caras del tetraedro po- 
lar, la desarrollable dada y la 
obtenida del modo indicado en 
(105) tienen ocho planos tangen- 
tes comunes y las generatrices 
de ellos; luego coinciden. 


E 


Los vértices del tetraedro lo Las caras del tetraedro son los 
son también de conos de segun- planos de curvas de segundo or- 
do orden doblemente proyec- den dobles de la superficie des- 
tantes de la curva. arrollable. 


107. Para no hacer más extenso lo referente á curvas y desarrolla- 
bles de primera especie, diremos muy poco de las curvas con punto 
doble y las desarrollables con plano tangente doble. 


El rayo de cada sistema que El rayo de cada sistema situa- 
pasa por el punto doble es re- do en el plano doble es reunión 
unión de dos de bifurcación; la de dos de bifurcación; la corres- 
correspondencia (2.2) está en el pondencia (2.2) está en el caso 
caso primero del número (60) y primero del número (60) y no ha- 
no habrá en cada haz más que brá en cada haz más que otros 
otros dos rayos de bifurcación. dos rayos de bifurcación. 


108.. Cuárticas y desarrollables de segunda especie. — Hemos defi- 
nido las cuárticas alabeadas y las desarrollables de cuarta clase y se- 
gunda especie, como figuras engendradas por dos haces alabeados so- 
bre la misma cuádrica b, de distinto sistema y proyectivos (1.3). 

De aquí se deduce que 


una curva de esta naturaleza por cada rayo del primer siste- 
corta á cada generatriz rectilí. ma pasa un solo plano tangente 
nea de d del primer sistema en á cada superficie desarrollable 
un solo punto, y entres 4 cada de esta naturaleza, y tres por 
una del segundo. cada rayo del segundo. 

Por consiguiente, no tiene nin- Por tanto, no tiene ningún 
gún punto doble. plano tangente doble. 


Las ternas de rayos del primer haz que corresponden á los del se- 
gundo, forman una involución de primer rango y tercer orden proyec- 
tiva (1.1) con este segundo haz (52). 

Puede, pues, definirse la cuártica y la desarrollable de segunda 
especie como engendrada por un haz alabeado de segundo orden y 
una involución de primer rango y tercer orden proyectiva (1.1) con él, 

No hay ningún rayo del primer haz que sea 
tangente á la curva. | generatriz de la desarrollable. 

Para obtener los del segundo que cumplan esta condición, basta 
hallar los rayos dobles ó de coincidencia de la citada involución, cada 
uno de los cuales, con su homólogo 
en el primer haz determina el determina el plano tangente á la 
punto de contacto con la curva | superficie á lo largo de dicho 
de dicho homólogo, que es la homólogo, que es la generatriz 


tangente pedida. | pedida. 
Hay, por consiguiente, cuatro rayos del segundo sistema que son 
tangentes á la curva. | generatrices de la desarrollable. 
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109. Silos haces generadores de la cuártica y de la desarrollable 
son los mismos, teniendo en cuenta para cada una lo demostrado para 


la otra, resulta: 


Hay cuatro planos tangentes 
á la cuádrica que son osculado- 
res de la cuártica, los cuales es- 
tán determinacos por los cuatro 
rayos del segundo sistema tan- 


gentes á la curva, y por los cua- 
tro homólogos en el primero, que 
pasan por los puntos de contacto. 


110. Haciendo corresponder 
plano que pasa por una recta 
cualquiera, los cuatro rayos del 
primer haz alabeado (unisecan- 
tes) que pasan por loscuatro pun- 
tos de intersección con la curva, 
estos dos haces son proyectivos 
(4.1); y los rayos del haz alabea- 
do correspondientes á los planos 
del haz forman, pues, una invo- 
lución de primer rango y cuarto 
orden. Los planos del haz que 
son tangentes corresponden á los 
rayos dobles ó de coincidencia 
de la involución; luego por una 
recta cualquiera no tangente pa- 
san seis planos tangentes á una 
cuártica de segunda especie. 

Es decir: una cuártica de se- 
gunda especie es de sexta clase. 


111. Las infinitas 
curvas de cuarto orden y segun- 
da especie situadas en una cuá- 
drica pueden distrib uirse en dos 
grupos según el sistema de ge- 
neratrices de la misma que las 
corte en un solo punto. 

Dos cuárticas del mismo grupo 
tienen seis puntos comunes. 


| 
Pues si los haces generadores son [ 


Hay cuatro puntos de la cuá- 
drica que pertenecen á la arista 
de retroceso determinados por 
los cuatro rayos del segundo sis- 
tema que son generatrices de la 
desarrollable, y por los cuatro 
homólogos, contenidos en los 
planos tangentes respectivos. 


á cada 


punto de una recta cualquiera 
los cuatro rayos del primer haz 
alabeado situados en los cuatro 
planos tangentes á la desarrolla- 
ble que pasan por el punto, aque- 
lla serie y este haz son proyec- 
tivos (4,1); y los rayos de éste 
correspondientes á los puntos de 
la serie forman, pues, una invo- 
lución de primer rango y cuarto 
orden. Los puntos de la serie 
situados en la desarrollable co- 
rresponden á los rayos dobles ó 
de coincidencia de la involución; 
luego una recta cualquiera que 
no es generatriz de la desarro- 
llable la corta en seis puntos. 
Osea:una desarrollable de se- 
gunda especie es de sexto orden. 


desarrollables de cuarta clase y 
segunda especie circunscritas á 
una cuádrica pueden distribuirse 
en dos grupos según el sistema 
de generatrices por las que pasa 
un solo plano tangente. 

Dos del mismo tienen seís pla- 
nos tangentes comunes. 


a] [6] (1.3) y [a] x [c] (1.3), 


relacionando los (b] y [c] considerando como homólogos los que corres 
ponden á un mismo rayo [a], será [b] K [c] (3.3); ó también consideran 


<= EN => 


do como liomólogos en los primeros los correspondientes á uno mismo 
del segundo, son proyectivos (8.3), y de ambos modos resultan los seis 


puntos ó planos comunes. 
Dos cuárticas de distinto gru- 
po tienen diez puntos comunes. 


` Dos desarrollables de distinto 
grupo tienen diez planos tan- 
gentes comunes. 


Pues si [a] 1 [b] (1.3) y [a] A lc] (3.1), relacionándolos del modo an- 


tedicho, es (b] X [c] (9.1), lo cual d 


112. El cono.de cuarto orden 
proyectante de una cuártica de 
segunda especie desde un punto 
exterior tiene tres generatrices 
dobles que cortan en dos puntes 
distintos á la curva. 


emuestra ambos teoremas. 


La curva plana de cuarta clase 
sección de una desarrollable de 
segunda especie por un plano no 
tangente tiene tres tangentes do- 
bles que lo son en dos puntos á 
la superficie. 


Si (al K (b] (1.3) son los haces generadores de la curva ¿ y hacemos 
corresponder á cada rayo su proyección sobre b desde el punto P, es 
decir, la otra generatriz rectilínea de ® situada en el plano proyectan- 
te, resultan dos haces [a] y [5] K (1.3), siendo [a'] del mismo sistema 
que [b] y {b'] del mismo que [a]; luego engendran otra cuártica y de 
segunda especie y de distinto grupo que 9, que es la proyección de v’ 
sobre p, Ambas tienen, pues, 10 puntos comunes (111) de los cuales, 
cuatro son los situados en el plano polar de P por los que pasa tam- 
bién 9”; quedan aún otros seis puntos comunes, pero cada dos deter- 
minan una sola generatriz doble del cono proyectante; pues si a y b 
son los, dos rayos de [a] y [b] que pasan por un punto de intersección 
A, los que pasan por el punto A’ en que P A vuelveá cortar á la cuá- 
drica son los correspondientes á a y b; luego y pasa por A”. 

Empleando la denominación de Salmon [32] diremos que toda cuár- 
tica de segunda especie tiene tres puntos dobles aparentes, También 


pueden enunciarse así este teorema y su correlativo: 


Por todo punto exterior pasan 
tres cuerdas de la cuártica, al - 
guna de las cuales puede ser 
tangente. Si el punto está en b 
las tres se reunen en una que es 
la trisecante que pasa por él, ó 
sea el rayo del segundo haz ala 
beado que pasa por el punto. 

Y como en cada plano secante 
hay seis cuerdas de la cuártica 
que son los lados del cuadrivér- 
tice formado por los puntos de 
intersección con la curva, algu- 


En todo plano no tangente hay 
tres tangentes dobles de la des- 
arrollable, alguna de las cuales 
puede ser generatriz, Si el plano 
es tangente á 0, tres de ellas se 
reunen en una que es el rayo del 
segundo haz alabeado contenido 
en él, 

Y como por cada punto exte- 
rior á la desarrollable pasan sei 
tangentes dobles que son las 
aristasdel tetraedro formado por 


* Tos planostangentes å ladesarro- 


tr 


= a 
nas de las cuales se confunden llable, algunas de las cuales se 
cuando el plano sea tangente ú confunden cuando el punto está 
osculador de la misma, resulta: en la superficie, resulta: las tan- 
las cuerdas y tangentes de una gentes dobles y las generatrices 
cuártica de segunda especie for- de la desarrollable forman una 
man una congruencia de tercer congruencia de tercera clase y 
orden y sexta clase. sexto orden. 


113. Dadas dos cuárticas ó dos desarrollables de cuarta clase y de 
segunda especie sobre una misma cuádrica, ocurre averiguar cuántas 


secantes comunes pasan por un tangentes comunes hay en un 
punto P. plano P, 


Los puntos de ambas curvas en línea recta con P se llaman inter- 
secciones aparentes desde P (Salmon); y las rectas proyectantes son 
generatrices de intersección de los dos conos proyectantes. Para hallar 
éstas y sus correlativas distinguiremos dos casos según que las dos cur- 
vas ó desarrollables sean del mismo ó de distinto grupo. 

En el primero, si Py y son dichas curvas ó desarrollables, hallando la 


curva y' proyección de una de desarrollable y” deducida de la 
ellas g desde P sobre la cuádri- $ por medio de los haces (a'), 
ca, es decir, la cuártica engen- (b) proyecciones de los (a) y (b) 
drada por los haces [a'] y [b] generadores de 9, desde P so- 
definidos en (112), se tienen dos bre la cuádrica (112), se tienen 
cuárticas p' y 4 de segunda es- dos desarrollables y” y Y de cuar- 
pecie y de distinto grupo que ta clase y segunda especie, de 
tienen (111) diez puntos co- distinto grupo con diez planos 
munes, tangentes comunes. 


Ahora bien; los puntos de intersección efectiva de g y Y correspon- 
den á los de intersección aparente de ọ y Y, y análogamente para lo 
correlativo; luego: 


Dos cuárticas de segunda es- | Dos desarrollables de segunda 
pecie de la misma base y perte- especie de la misma base y del 
necientes al mismo grupo tienen mismo grupo tienen diez pares 
diez intersecciones aparentes de planos tangentes que se cor- 
desde P. tan en rectas de P, 

Si este punto está en la cuá- Si éste es tangente á la cuá- 
drica y no en ninguna de las cur- drica y no á ninguna de las des- 
vas, de las diez secantes comu- arrolla. les, de dichas diez rectas 
nes que pasan por él nueve se nueve se confunden en una que 
confunden en una que es la tri- es el rayo del segundo haz situa- 
secante común, es decir, el rayo do en P por el cual pasan tres 
del segundo haz generador que planos tangentes á cada desarro- 
pasa por él; y la décima es el llable, y la décima es el rayo del 


rayo del primer haz, primer haz. 


is A O ai 


="859 = 


Procediendo de modo análogo cuando las curvas ó desarrollables 
sean de distinto grupo, resulta que ọ' y Y son del mismo, y por tanto 


hay seis secantes comunes que 
pasan por P. 


hay seis tangentes comunes si- 
tuadas en P. 


De aquí resulta también, que el conjunto de todas las 


secantes comunes á dos cuárti- 
cas de segunda especie 


tangentes comunes á dos des- 
arrollables de segunda especie 


de la misma base es una congruencia de clase 16* y orden 16” con 


6 6 10 radiaciones de rectas, 


66 10 figuras planas de rectas, 


según que sean del mismo ó distinto grupo, y además una congruencia 
propiamente tal de 10*ó 6° orden ó clase respectivamente. 


MI.—Polaridád de orden superior respecto de figuras 


de z elementos. 


114. Las breves nociones ya expuestas de series y haces de curvas, 
nos permitirán hacer el estudio de la polaridad de orden superior res- 
pecto de los multiláteros, multivértices, etc. 


Polo de una recta respecto 
de un n-látero es un punto cuya 
polar es ella. 

Llamaremos primera polar de 
un punto Prespecto de un n-lá- 
tero á la curva lugar de los polos 
de las rectas que pasan por él. 


Definiciones correlativas pueden 


radiados. 


Del mismo modo, en las figuras d 


Polo de un plano respecto de 
un 2-edro á un punto cuyo plano 
polar es aquél. 

Primera polar de un punto P 
á la superficie lugar de los polos 
de los planos que pasan por él. 


115. Como el polo de una 
recta respecto de un trilátero es 
el polo de la misma respecto del 
trivértice correspondiente (7), 4 
las diversas rectas que pasan 


Polar de un punto respecto 
de un n-vértice plano es una 
recta cuyo polo es él. 

Llamaremos primera polar de 
una recta p respecto de un n-vér- 
tice plano á la envolvente de las 
rectas polares de sus puntos. 


darse bara los 1-edros y n-aristas 


e tercera categoría, llamaremos: 


Plano polar de un punto res- 
pecto de un n-vértice á un pla- 
no cuyo polo es aquél, 

Primera polar de un plano á 
la superficie envolvente de los 
planos polares de sus puntos. 


Como la polar de un punto 
respecto de un trivértice es la 
polar del mismo respecto del tri- 
látero correspondiente, á los di. 
versos puntos de $ corresponden 


por P corresponden polos dados 
como intersecciones de las dos 
rectas que desde dos de los vér- 


tices, B y C, por ejemplo, proyec- 


tan los puntos armónicamente 
separados de los pb y pc por A 
y C, A y B, respectivamente. 

La primera polar de Pes, por 
tanto, una curva de segundo or- 
den que pasa por los vértices 
del trilátero, y tiene como tan- 
gentes en ellos los lados del tri- 
látero de las polares (7). 


a E 


polares determinadas por los dos 
puntos en que dos de los lados, 
b y c, por ejemplo, cortan á las 
rectas armónicamente separadas 
delas PB y PCporayc,ayb 
respectivamente. 


La primera polar de p es, por 
tanto, una curva de segunda cla - 
se tangente á los lados del tri- 
vértice, siendo los puntos de 
contacto con ellos los vértices 
del trivértice de los polos (7). 


Si el punto P está en un lado 
a del trilátero, la primera polar 
se compone de dos rectas: la po- 
lar respecto de b c y el lado a. 

Si es un vértice, de los dos la- 
dos que pasan por él. 


Si a pasa por un vértice del 
trivértice, la primera polar se 
compone de dos puntos: el polo 
respecto de B C y el vértice A. 

Si es un, lado, de los dos vér- 
tices situados en él. 


116. La primera polar de un 
punto Pde un lado a del cua- 
drilátero a b c d se compone de 
este lado y de la primera polar pone de este vértice y de la pri- 
respecto del trilátero restante mera polar respecto del trivérti- 
bed. | ce restante BC D, 

En efecto: los polos respecto del cuadrilátero, de las rectas que pa- 
san por P, distintas del a, son puntos tales que sus polares respecto del 
trilátero b c d cortan al lado a en dicho punto P; luego están en la po- 
lar primera de P respecto de él; y recíprocamente: las rectas polares 
de todos los puntos de esta curva respecto del cuadrilátero pasan por 
P. Como además la polar de cualquier punto de a es este lado, queda 
demostrado. y 

Sea f una recta que corta á los lados a y ben Ay B. Las primeras 
polares de estos puntos tienen común el punto c d; luego se cortan en 
otros tres que son los polos de p; y, por consiguiente, las cónicas po- 
lares de C y D pasan también por ellos. 

Los polos de una recta aparecen, pues, como puntos comunes á las 
primeras polares de dos cualesquiera de los puntos de intersección con 
los lados del cuadrilátero, 

Dado un punto P no situado en ninguno de estos lados, los polos de 
las rectas que pasan por él, es decir, los puntos de su primera polar, 
aparecen como intersecciones de dos sistemas de cónicas que son las 
primeras polares de los puntos de a y b. Fácil es ver que éstos son ha- 


La primera polar de una recta 
$ que pasa por un vértice Á del 
cuadrivértice AB C D se com- 
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ces de índice 7, esto es, cuya base es un cuadrivértice; pues conside- 
rando el primero, por ejemplo, las curvas polares de los puntos de a 
pasan (115) por los vértices del trilátero b c d y además por el polo de 
a respecto del mismo. Las basesde los dos haces de cónicas tienen, pues, 
un punto común: el c d; y como además los polos de a y b respecto 
de b c d, a c d que son una de cada base, e:tán en línea recta con él, 
recta que es la polar de a b respecto de c d, y esa recta forma parte 
de dos rayos homólogos de los dos haces, pues ambos corresponden al 
punto a b considerado de la serie «4 ó b, resulta en virtud de (83) que 
engendran una curva de tercer orden que pasa por los seis vértices 
del cuadrilátero, siendo tangente en ellos á las polares de P respecto 
de los pares de lados correspondientes. 
De las definiciones se deduce que la primera polar 


de un punto respecto de un cua- de una recta respecto de un cua- 
drilátero, pasa por los tres pun- drivértice, es tangente á las tres 
tos armónicamente separados de rectas armónicamente separadas 
él por cada dos pares de lados por cada dos pares de vértices 
opuestos, puntos que están en la opuestos, rectas que pasan por 
recta polar (23). | el polo de la recta (23). 


117. Siguiendo, como siempre, el método de inducción, supongamos 
demostrado que 


la primera polar de un punto P la primera polar de una recta p 
respecto de un (n — 7)-látero es respecto de un (n — 7)-vértice es 
una curva de orden (n — 2) que una curva de clase (n — 2)que es 
pasa por los (” 7”) vértices, sien- tangente á los (e 77) lados, sien- 
do tangente en ellos á las rectas do los puntos de contacto los po- 
polares de P respecto de los pa- los de p respecto de los pares de 
res de lados que pasan por ellos. | vértices situados en ellos. 


Para generalizar de n — Z á n consideremos, por ejemplo, un n-lá- 
tero. La primera polar de un punto cualquiera situado en uno de sus 
lados, siendo el lugar de los puntos tales que sus rectas polares respecto 
del n-látero pasen por él, se compone de este lado a y de la primera 
polar de P respecto del (n — 1)-látero restante. 

Los polos de una recta cualquiera son las intersecciones de las pri- 
meras polares de dos de sus puntos A, B, de intersección con dos la- 
dos a, b del n - látero. Estas curvas de orden (n — 2) tienen (n —2)* 
puntos comunes de los cuales (”; °) son los vértices del (1 — 2) lá- 
tero formado por los demás lados; luego el número de polos es 
(n — 2} — (7°) = ("7"). O de otro modo: las primeras polares de 
dos de sus puntos cualesquiera son de orden 1 — T; y descontando de 
los (n — 1)? puntos comunes los (5 ) vértices, (n — 1)" — (% )=("75. 

Por dichos polos obtenidos de cualquiera de estos modos pasan las 
primeras polares respecto del n-látero, de los demás puntos de la recta, 


— 8 — 


Dado un punto Pno situado en ningún lado del 2-látero, los polos 
de las rectas que pasan por él aparecen como intersecciones de las 
curvas homólogas de dos sistemas de orden n — 2 que son haces de 
índice 1, proyectivos. En efecto, refiriéndonos, por ejemplo, al sistema 
de las curvas primeras polares de los puntos de a respecto del (n— 7)- 
látero restante, basta observar que todas ellas pasan por los C E 3) 
vértices de este (n—T)-látero, y por los € E j polos de a respecto del 
mismo; total (n — 2)?. 

Ahora bien; la polar de uno cualquiera de estos (” °) polos, respec- 
to del (n-—1)-látero b c d ..... por definición es a, la cual corta á b en el 
punto a b; luego por él pasa también la recta polar del mismo punto 
respecto del (n—2)-látero c d e .....; y, por consiguiente, dichos(”> ”) 
puntos pertenecen á la primera polar del punto a b respecto del 
(n—1)-látero a cd... . Resulta en definitiva, que hay una curva de 
orden 1 —3, homóloga de sí misma, pues en los dos haces corresponde 


al punto a b, que contiene los E) puntos comunes á las dos bases 


de los haces proyectivos (1. 1), más (Ea) puntos de cada una; en to- 
tal 3 H pim | ; y fácil de ver es ya que el lugar engendrado ha de ser de 
orden n —1. En efecto; la base de cada haz tiene (n—2)* puntos de tres 


especies distintas; 1.2 C7 a) “vértices del (n—2)-látero cde..... comu- 


nes con la otra base; 2.* Esti pun'os polos de a ó b respecto de 
DES da 6acd....., respectivamente; 3.%, los n—2 vértices del 
n látero, situados en a ó b. 


Y como los 2 CGE) de los dos primeros grupos están en aquella 


curva de orden n—3, resulta que una curva del primer haz se compone 
de ella y del lado a; y la homóloga, de la misma y del lado b; luego la 
curva engendrada consta de dicha curva de orden n—3 y de otra de 
orden complementario n—7; mas como la primera es extraña, pues los 
dos puntos A, B que en cada caso determinaban la recta móvil se han 
confundido en uno a b que ya no la determina, puede enunciarse con 
toda generalidad, puesto que la última parte es evidente: 


la primera poiar de un punto 
respecto de un n- látero plano 
completo, es una curva de or- 
den n—1 que pasa por los (2) 
vértices, siendo tangenteen ellos 
å las polares del punto respecto 
de los pares de lados que pasan 
bor cada uno. 


la primera polar de una recta 
respecto de un n- vértice plano 
completo, es una curva de clase 
n—1, tangente á los ( a ) lados, 
siendo los puntos de contacto 
los polos de la recta respecto 
de los pares de puntos situados 
en cada uno. 


Por brevedad no enunciamos los teoremas correlativos en la ra- 


diación. 


«Tas 


118. Dado unsistema de pun- Dedo un sistema de rectas 
tos A BC ..... en línea recta, a b c... concurrentes, llamare- 
llamaremos centro armónico de mos eje armónico de orden n— 1 
orden n—1 respecto de un punto respecto de una recta fı que 
P; de la recta, á un punto de la pasa por el mismo punto, á otra 
misma P del cual está armónica- p de la cual está armónicamente 
mente separado el P; por el gru- separada la pı por el grupo; ó 
po, ó sea, que el centro armóni- sea que el eje armónico de pri- 
co de primer orden del grupo mer orden del grupo respecto de 
respecto de P sea el punto Pi. $, sea la recta dada pı, 

Hay, por consiguiente, 2-1 Hay, por consiguiente, 2-1 
centros armónicos de orden 1-1 ejes armónicos de orden 2-1 que 
que son los de intersección con Son los tangentes á la primera 
la primera polar de P, respecto polar de pı respecto de cual- 
de cualquiern-látero perspectivo quier n- vértice perspectivo del 
con la serie. | haz. 

Estos puntos son independien- | Estas rectas son independien- 


tes del n- látero elegido. | tes del n- vértice elegido. 

Pues si P'es uno de ellos obtenido con elabc....., su recta polar 
pasa por P, y la recta polar respecto de cua:quier otro ai bi Ci ..... 
también perspectivo, pasa por P, ; luego la primera polar de éste res- 
pecto del nuevo n - látero pasa por Pe 

Cada lado corta á todas las | Por cada vértice no pasan más 
curvas primeras polares, sola- | tangentes á cualquier curva pri- 
mente en sus n —- 1 vértices. mera polar, que sus 1 — 7 lados, 

Al conjunto de los n — 7 centros ó ejes armónicos se le suele llamar 
primer grupo polar del ABC..... respecto de P; . 


119. Si zı (1-1 es el primer grupo polar de z respecto de la figu- 
ra 2 (0) , zg (1-2) respecto del zı (0-1), zs (1-3) respecto der (n= ..... 
z! n-1 respecto de 7? n—2, diremos que m, (0-0, 73 (0-9,...., T! p-1. SON 
los grupos primero, segundo. ..-., (n—1) tivo polares de x respecto 
de z œw, ó también los grupos de órdenesn—1,1n—2.... ,2,1- 


120. Como dos elementos polares respecto de un trivértice lo son 
también respecto del trilátero y viceversa, llamaremos triángulo á los 
dos figuras, y polo y polar respecto de él al polo y polar respecto de 
ambas (1). 

Según (115) 
el haz de primer orden formado | la serie de primer orden forma- 
por las rectas que pasan por P | da por los puntos de £ y el haz 


(1) La polar de un punto respecto del triángulo es la llamada polar trilineal 
(Torroja. Geom. de la Pos. 1371), y algunas de las propiedades aquí expuestas 
(primera parte) se hallan allí también. 


y la serie de segundo orden lu- 
gar de sus polos, son proyecti- 
vos (1.1), Las polares de los pa- 
res de puntos P: Pi „Pa Plz y... 
en que cortan á la base de dicha 
serie, que es la primera polar q 


— 0) = 


| 


de segundo orden lugar de las 
polares, son proyectivos (1.1). 
Los polos de los pares de rectas 
piba s, pepa,- tangentes á la 
curva 4 primera polar de p, tra- 
zadas por los puntos de esta rec- 


de P, las rectas que pasan por 
él, forman una involución en la 
que son conjugadas las rectas 


Cortando los dos pares de ra- 
yos PB, y PB; PC, y PC, por 
el lado A; C, se obtienen dos pa- 
res de puntos B' y Ba, Cy D 
conjugados en la involución sec. 
ción de la de polares de los pun- 
tos de q. 


Ahora bien: Ci y Ar están separado: 


ta, por formar éstas una involu- 
ción, forman ellas otra en la que 
son conjugados los puntos p a, y 
ba ; p biy phbgan 
Proyectando los dos pares de 
puntos p bı y p b2, p ayp, 
desdeel punto B; se obtiene dos 
pares de rectas b' y b2 , c, y d. 
conjugadas en la involución 
proyectante de la de polos de 
las tangentes á $. 
s por B: y B'; y si Ci está en el 


segmento Ba B' que en la figura es el segmento finito, Aı está en el 


suplementario B; . B'. Mas A, divide al segmento By. B' en dos B, .Aı 


ac Ol m 


y A, B’, en ninguno de los cuales estí C;; luego su armónicamente se- 
parado D por A, y B' está en el segundo; y por tanto en el Ba. B’; es 
decir, Ci y D' están separados por Ba y B'; de donde se deduce que la 
involución de rectas polares de vértice P no tiene rayos dobles; luego 
tampoco tiene puntos dobles la involución de segundo orden lugar de 
los polos, y por tanto, el punto B es interior á su primera polar o. De 
lo correlativo se deduce que la recta p es exterior á 4, y también el 
punto Pes por tanto interior. Como consecuencia inmediata 


los centros armónicos de se- los ejes armónicos de segundo 
gundo orden de un grupo de tres orden de un grupo de tres rec- 
puntos en línea recta respecto tas que pasan por un punto res- 
de otro de la misma son siempre pecto de otro del haz, son siem- 
reales. pre reales. 


121. Los elementos P y p son también polares respecto de las có- 
nicas ọ y 4. 


Pues las polares de 42, Ba y Pues los polos de «sz, ba y ca 
Cz respecto de 2 son las rectas respecto de 4 son los puntos 
ATA”, Bi Biy C" que pasan di a', bi b y ca Ż que están 
por P. en p. 


Además contiene la recta p la misma involución de puntos conjuga- 
dos respecto de ambas, en la cual son conjugados los pares As As , 
B2 B; , Ca Œs; luego las dos cónicas tienen un doble contacto imagi- 
nario (As = p — A, P, etc.) 

Sean además de los puntos y rectas consideradas hasta ahora A”, 
B” , C” los puntos de intersección de las rectas PA; , PB: , PCi con 
2 y 4”, B", C” los vértices del trilátero de las polares. 

Por estar A’ y A'', armónicamente separados por A; y A”, y además 
A" y Ay por Py A", resulta que las series PA,4'4"A”, PB,B'B' B” y 
PC,C'C*C”, son perspectivas dos á dos por corresponderse sus figuras 
armónicas y ser P común; luego los triángulos 4,B,C,, ABC”, 
A“ B” C” , A"B"C", son homológicos dos á dos respecto del centro P y 
el eje $b. 


122, Los dos centros armóni.- Los dos ejes armónicos de se 


cos de segundo orden del siste- | gundo orden del sistema a bc 
ma A B C respecto de P están | respecto de p están armónica- 
armónicamente separados por mente separados por ésta y por 
éste y por el centro armónico el eje armónico de primer orden 
de primer orden respecto de P del mismo sistema respecto de f. 


del mismo sistema, 

Pues por ser p la polar de Prespecto de y, P” P, P Py es una serie 
armónica; y lo mismo para el correlativo, 

Esto demuestra que 


po a 


la recta polar de un punto res- el polo de una recta respecto de 
pecto de untriláteroes la segun- | un trivértice, es su segunda 
da polar. | polar. 


123. Para no hacer más largo este trabajo no nos detendremos á 
enunciar las propiedades correlativas de las expuestas; y en cuanto á 
la polaridad respecto de poliedros no radiados y multivértices alabea- 
dos, nos limitaremos al tetraedro; pues para aplicar el método de in- 
ducción hace falta el empleo de haces de superficies en general, cuyo 
estudio no hemos hecho, y aun para abreviar más prescindiremos del 
correlativo. 

Las cuatro superficies primeras polares de P respecto de los cuatro 
triedros b c d,c da, dab,abc, del tetraedro ab cd no radiado, 
cortan á las cuatro caras a, b, c, d, que no entran en ellos, en cuatro 
cónicas circunscritas á los cuatro triláteros que contienen, las cuales 
están en una cuádrica. En efecto, estas cuatro cónicas son las polares 
primeras respecto de dichos triláteros, de las proyecciones de P sobre 
sus planos desde los vértices opuestos. Consideremos uno de estos 
vértices, el A= b c d por ejemplo. Las tangentes en él á las cónicas 
A B C, A C D, A D B son las intersecciones con sus planos respec- 
tivos de los planos polares de P respecto de los diedros A D, A B, 
A C y están por consiguiente en un plano que es el polar de P res- 
pecto del triedro. Análogamente, las ternas de tangentes á las cónicas 
que concurren en los vértices B, C, D, están en tres planos; luego las 
cuatro cónicas están en una cuádrica circunscrita al tetraedro y cuyos 
planos tangentes en los vértices son los polares de P respecto de los 
triedros respectivos. Esta cuádrica se llama polar de P respecto del 
teiraedro. 


124, Hemos definido (119) lo que se entiende por segundo grupo 
polar de un sistema de puntos A B C D en línea recta respecto de 
otro de la misma; vamos ahora á dar otra definición que permita ob- 
tener dichos dos puntos sin acudir á las curvas de tercer orden. 

Llamaremos segundo grupo polar del sistema A B C D respecto de 
P al de intersección de la recta base con la cuádrica polar de P, res- 
pecto de cualquier tetraedro perspectivo del sistema, Un plano cual- 
quiera que pase por la recta base corta al tetraedro según un cuadrilá - 
tero, y á la cuádrica según una cónica, que llamaremos segunda polar , 
de P respecto del cuadrilátero. Cada lado de éste corta á la cuádrica ` 
en los dos puntos M N de intersección con la cónica ọ situada en la 
misma cara en que él está; se tienen, pues, ocho puntos de la cónica 
segunda polar, situados en los lados del cuadrilátero. Para hallar pun- 
tos de esta curva sin necesidad del tetraedro, basta observar que la 
proyección de y desde el vértice opuesto B sobre el plano del cuadrilá- 


o i 


tero es la primera polar de P respecto del trilátero sección de las 
tres restantes caras, la cual pasa por aquellos dos puntos M, N; y 
como lo mismo puede decirse para los demás, resulta que: 

Si a b c d es un cuadrilátero plano completo y a' b' c” d’ son las pri- 
meras polares de un punto P del plano respecto de los tritáleros h e d, 
cda, dab, a b c, los puntos de intersección de a ya',byb',c yc, 
d y d' están en una cónica que es la segunda polar de P respecto de 
cuadrilátero. 

Puede, pues, definirse el segundo grupo polar del sistema ABCD 
respecto de P como intersección con la curva segunda polar respecto 
de cualquier cuadrilátero perspectivo del sistema. Para demostrar 
que los dos puntos son los mismos cualquiera que sea este cuadrilá- 
tero, tomando dos a b c d, a, b, c, d, en distintos planos, los pares de 
rectas qne pasan por los puntos A, B, C, D, determinan cuatro planos 
que forman un tetraedro; las segundas polares p, p, de P respecto de 
los dos cuadriláteros, son las intersecciones de sus planog con la cuá- 
drica polar de P respecto del tetraedro, y corta, por tanto, á la recta 
dada en los mismos puntos que aquellas curvas. 

Silos dos cuadriláteros están en un plano, ó siel tetraedro es ra- f 
diado, se comparan con otro cualquiera que no cumpla estas condi- 
ciones y el teorema subsiste. 

Como la definición antes dada equivale á ésta, pues basta trazar 
por la recta una sección plana del tetraedro, resulta que cualquiera 
que sea éste se obtienen los mismos puntos. 


125. Veamos algunas particularidades de los conos polares de P 
respecto de los cuatro triedros. Desde luego, dos cualesquiera tienen 
na generatriz común; además tienen el mismo plano tangente en ella, | 
que es el polar de P respecto del diedro cuya es esta arista. Por con- 
siguiente, se cortan en una curva de segundo orden cuya posición es 
fácil de ver. Proyectemos para ello desde Pla arista opuesta del tetrae- 
dro; el plano proyectante corta á cada uno de los conos en la cónica 
polar de P respecto del triángulo sección; mas como éste es el mismo, 
aquéllas lo son también. Hay, pues, seis cónicas, cada una de las cua- 
les pasa por dos vértices y por el punto de intersección del plano pro- 
yectante de la arista con la opuesta. Además, las tres que pasan por 
un vértice pasan por un punto situado en la recta que proyecta dicho 
vértice desde P. 


126. Definidos ya los centros y ejes armónicos de cualquier orden 
de un sistema de puntos, rectas ó planos pertenecientes á una figura 
de primer orden, vamos á establecer algunas proposiciones relativas 
á lá involución, con la cual está íntimamente relacionada esta teoría de 


la polaridad, 


AN 


0d 


Los grupos armónicos de orden (1-1) de un sistema Ai, Az... i a 
respecto de los elementos M, N. ..., de la misma figura å que aquéllos 
pertenecen, forman una involución de primer rango y orden n—7: 

Mi Mg: .... Mai Ni Nata Nosgsla MN o a (1.1) 

Pues á cada elemento My corresponde uno sólo M armónicamente 
separado por el sistema A, Az ..... An ; yá cada elementó M un grupo 
de m—1 elementos Mn que forman su primer grupo polar; luego 
[M] A [My ] (1-1, 1), y lo demás resulta de (52). 

Si el elemento variable M llega á uno de los fijos 4,, el primer gru- 
po polar se compone de éste y de los n—2 centros ó ejes armónicos 
de orden n-2 del sistema Az .... A n)respecto de él. Los n elemen- 
tos fijos As, Aa... An SON, por consiguiente, de coincidencia en la 
proyectividad (n-1,7) aunque no en la involución. 

%n el caso particular n = 2 resulta el teorema conocido: los pares 
de elemer.tos armónicamente separados por dos dados forman dos 
figuras «proyectivas (1.1), que en este caso están en involución de 
segundo orden. : 

Mis general: los grupos polares de uno dado, de orden k respecto de 
los elementos de la figura á que pertenecen, forman una figura pro- 
yectiva (k, m—k) con ésta; y considerando correspondientes los de un 
mismo grupo, forman una involución de índice (k—r) (n—k) y rango 
(n-k). ER - 

Cuando n sea par y k igual á su mitad, la primera proyectividad es 
también involución. Dg Ë 


127, Los primeros grup»s armó 1icos de los de una involución de 
primer rango y orden n respecto de “un elemento fijo P forman una 
involución de primer rango proyectiva (1.1) con aquélla. 

A un grupo G de la primera corresponden n—1I centros armónicos 
de orden m—1; y á cada uno de éstos P, corresponde un solo grupo tal 
que su centro armónico de orden n—z respecto de P sea P'; 6 lo que 
es igual, que P esté armónicamente separado de P' por dicho gru- 
po (50); lo cual demuestra el teorema, pues la correspondencia doble 
entre los elementos de cada grupo es evidente. 

Aplicando esta propiedad áJa involución (n—1) que resulta, se dedu- 
ce que: los segundos grupos polares de los de una involución de pri- 
mer rango y orden» forman otra involución de orden n—2 y primer 
rango, proyectiva (1.1) con la primera. 

Siguiendo así aplicando el teorema, resulta éste más general que 
comprende á. los anteriores: 

Los centros armónicos de orden v de los grupos de una involución 
de primer rango y orden n, ó sea los grupos (n —r) ésimos polares res- 
pecto de un elemento fijo, forman otra involución de primer rango y 


orden r, proyectiva (1,1) con la primera. 
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NOTA II. (V. pág. 4.) Simn m nZa,mn mn = a' son las re- 
presentaciones armónicas de las dos rectas imaginarias conjugadas de 
segunda especie, á que se refiere el ejemplo de Staudt, cada pun'o 
imaginario queda definido por un rayo del haz director. En el caso más 
general, si pq p' q" — bes la representación armónica de éste, los 
putos mp,nq,m p' 7, n' q' están en una cónica, y la fignra simple 
tomada en este sentido, define el punto ab. La mp-wq -mp-nq 
define el a' b' conjugado con él. Si la recta b es real, son conjugados 
los a b y a' b. 

Tomando como abscisas de las series las del haz perspectivo, las de 
los puntos homólogos A y 4' son x = a + Bi, =a — Bi, las cua- 
les no pueden estar ligadas por ninguna ecuación, pues el jacobiano 
de estas dos funciones de a y B es [1] o. 


Lo mismo sucede en el primer ejemplo de Staudt. 


Verificado el ejercicio oral en el día de hoy, fué calificado con la 
nota de Sobresaliente 

Madrid 5 de Julio de 1909,—El Presidente, Eduardo Torroja.—Los 
Vocáles, Eduardo León, Miguel Vegas, Luis Octavio de Toledo.— 
El Secretario del Tribunal, Faustino Archilla. 


E 
(3 
m ho 


ÑO 


} 


aeae 


PAP AN TOEL 
A A 
A 


